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RESUME,

On présente un modéle déterministe pour 1'inci-
dence de cancers dans une cohorte,A tout instant,un individu
est soit sain,soit cancéreux latent,soit cancéreux actif,

Les taux de transition entre ces états paramétrent le modéle,
On a étudi® le taux d'incidence du cancer en fonction de ces
paramétres,et on a comparé les résultats théoriques obtenus
4 des donnfées expérimentales,Il apparalit que la compétition
entre cancers est un facteur important.On obtient des condi-
tions suffisantes sur ces paramdtres,pour reproduire quelques

allures caract@®ristiques de courbes d'incidence,

SUMMARY,

We present a deterministic model for cancer inci-=
dence in a cohort,At a pgiven moément,each individual is either
healthy,or in a latent state,or in a clinical state.The rates
of transition between these states parametrize the model.We
study the cancer incidence rate as a fonction of these para-
meters,and we compare our theor@tical results with some expe-
rimental data.Competition between cancers appears to be impor-
tant.9We finally obtain some sufficient conditions on the para-

meters to get some characteristic forms of incidence curves.
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CHAPITRE I : INTRODUCTION,




§I.1 : Introduction,

Depuis une vingtaine d'années,un nombre considé-
rable d'articles pé%osant des modéles mathématiques dé-
crivant 1'incidence du cancer,a été pé%osé.lls analysent
généralement une population soumise au risque d'un(ou
de plusieurs)cancer(s).[hrmitage et Doll,196{] proposent
une synthése des modéles jusqu'alors présentés,

Ils peuvent se répartir en deux grandes classes:
1.Un processus de points fixe 1'instant de contamination,
ensuite une distribution de probabilité détermine la durée
de latence,c'est-i-dire la période qui s'écoule entre le
moment ol 1'individu contracte le cancer et le moment ol
apparaissent les premiers symptOomes de la maladie,
2.,Les "k-stages models".[wnittemore,197i] en dit que:"The
k-stage theory of cell transformation was first proposed
by Muller and Nordling to account for their observations
that the mortality rates for many forms of adult human
cancer increase as the fifth or sixth power of age.Accor-
ding to this theory,a cell generates a malignant neoplasm
after it has suffered a certain number,say k,of changes.
Armitage amd Doll assumed that the k changes have diffe-
rent transition rates and that they must occur sequenttal-
ly.We further assumed that the time required for clonal
growth to tumor ig negligible,so that the rate of tumor
occurence tn a tissue of age x at time t equals the rate
of cell transformation in the tissue.”"(p.t18-419),

Armitapge et Doll décrivent aussi les problémes
d'observation de la durfe de latence,On sait pourtant
que c'est un é1ément essentiel pour 1l'étude de l'inci-
dence du cancer,

Notre modéle se propose d'étudier une cohorte
soumise au risque simultanné de n cancers,Nous confron-

terons ensuite nos résultats théoriques avec ceux de
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C.I.5,(Cancer Incidence in Five Continents),bien que ce
fichier de données ne contiennent que des observations
sur des populations et non des cohortes.Mais cet abus
est généralement admis,du moins pour une étude qualita-
tive,

Nous sommes partis de 1l'idée de [Gani,l97ilqui
gtudiait le comportement d'une cohorte soumise au risque
de la variole,Il classait ses individus en deux états:
sain et malade,et s'intéressait au nombre de survivants
en fonction du taux de contamination et des taux de mor-
talité,"normale" ou dae 3 la variole.,Notre optique est
quelque peu différente,notre cohorte est répartie entre
2n+1l états:sain et ,pour chaque site de cancer,cancéreux,
latent ou actif.Nos buts,aussi,sont différents.Notre
attention se portera sur un des trois taux communément
employés pour mesurer l'impact du cancer dans une popu-
lation,Ces trois taux sont:le taux d'incidence,le taux
de mortalité et le taux de prévalence.,Le taux d'inciden-
ce est le nombre de nouveaux cas de cancer actifs rap-
porté 3 la population totale(les cancers latents ne sont
en effet pas diagnosticables).Le taux de mortalité est
le nombre de morts dues au cancer rapporté & la popula-
tion totale,Quant au taux de prévalence,c'est le nombre
total de cas de cancers actifs toujours rapporté 3d 1la
taille de la population,C'est le taux d'incidence qui
est le plus directement 1ié au risque du cancer et il
est donc du plus grand intérét pour les épidémiologues
du cancer,bien que le taux de mortalité soit parfois
utilisé comme une mesure indirecte de 1l'incidence du

cancer,




Nous nous sommes surtout attachés & une étude
qualitative de ce taux d'incidence,c'est-a-dire,ne pas
chercher une forme analytique vraiment exacte,mais plu-
tot essayer de voir quand il est croissant,décroissant,
ol sont les maximums,s 'il y en a,....En comparant nos
résultats théoriques aves les données de C,I.5,nous som=-
mes arrivés 3 reproduire quelques allures spécifiques
de courbes d'incidence et partant,de fogmuler quelques
conjectures quant i la contamination et¥la latence,

Mentionnons encore que ce travail est destiné au-
tant 3 des mathématiciens qu'd des médecins,biologistes
et cancérologues,ce qui entraina quelques contraintes
dans la rédaction,
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CHAPITRE II : DESCRIPTION DU MODELE,

Description de la population.
Aspects pris en compte.

Etats des individus.

Transition entre les différents
Taux d'incidence du cancer.,
Systéme différentiel de base,
Systéme intégro-différentiel,

Comparaison des deux systémes.

états.




It

§2.1 : Description de la population.

Nous appelerons une cohorte toute population ol
tous les individus sont nés en méme temps,et de plus nous
ne nous intéresserons qu'aux cohortes qui ne sont soumises
i aucune émigration ou immigration,

Considérons maintenant une telle cohorte soumise
au risque simultanné de n cancers(neN,).Nous noterons par
%(t) le nombre de personnes vivantes 3 1'instant t.

Dans cette cohorte,chaque personne est susceptible
de contracter un cancer.Nous ferons ici l'hypothése que lors-
que quelqu'un est atteint d'un cancer,il ne peut plus en dé-
velopper d'autres,On peut lire 3 ce sujet dans [Cancer Rates
and Risks,lQ?ﬂ que:"The occurence of multiple cancers in the
same person(.,..) was first reported by Billroth about a cen-
tury ago (...).It 18 now generally agreed that cancer of cer-
taitn sttes 18 assoctated with a very substantial excess risk
of a second cancer in the same organ(skin,oral cavity,large
intestine and rectum) or in a paired organ (opposite breast,
oppostite ovary,perhaps opposite lung),presumably due to the
same factors responsible for the first primary (...).The num-
ber of individuals actually developing second primary tumors
18 quite small compared to those developing first tumors."”
(§29,.1Is a person who has already had one cancer kikely to de=-
velop a second cancer?pp.54-55) .,Nous exclugfrons aussi la possi
bilité de guérison du cancer(voir par exemple dans [Cancer
Rates and Risks,107ﬂ le §45.%hat are the chances of survival
for cancer patients?pp.85-89).Ces deux hypothéses ne restrei-

gnent donc pas trop la réalité,

Comme de nombreuses maladies,le cancer se développe
en deux temps(on peut lire e,g. la synthése de [ﬁrmitage et
Doll,106ﬂ sur ce point),Tout d'abord,apr®s la contamination,
on n'observe aucun symptOme et la personne atteinte n'est pas

cliniquement malade,c'est ce que nous appeélerons la période
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de latence,Aprés celle-ci,le cancer devient actif,le malade
entre dans 1'état malade ou actif ou encore clinique,

§2.2 : Aspects pris en compte.

Une différence fondamentale entre le cancer et les
autres maladies est la longueur de le durée de latence,qui
est de plusieurs années pour le cancer et de quelques jours
ou semaines pour les autres maladies.A propos du développement
de la leucémie aprés l'explosion de la bombe atomique i Hiro-
shima,[Armitage and Doll,lQGQ rapportent que¥The incidence
of leukemia began to rise within a few years of the explosion,
reached a peak after five to eight years and subsequently de-
clined;after 12 years the incidence had,however,still not rea-
ched the base line from wich it is presumed to have started.”
(p.21).Plus loin,ils disent encore que:"For cancers of the
thyroid in children following irradiation of the thymus shor-

tly after birth,the induction period has been of the order
of five to ten years;but for other types of radiatior in-
duced cancer (for example,cancer of the pharynx or larynx
following irradiation of the thyroid for thyrotoxicosis) the
induction period has usually been over 20 years.No quantita-
tive data are however avaﬁaible to enable the distribution
of induction times to be analysed apart from those already
referred to for Zeukemia."(pp.21-22).[Doll,lQ?é]mentionne
que:"Examples include the inetdence of leukemia in the survi-
vors of the atomic explosions at Hiroshima and Nagasaki,in
patientsirradiated for ankylosing spondylitis or metropathia
hemorrhagica,and in children irradiated in utero.n all of
these groups a maximum inctidence occured four to eight years
after irradiation,"(pp.0-10).I1 nous parait donc nécessaire
d'inclure 1'état latent 3 notre modéle,bien que les observa=-
tions sur la durée de latence soient assez réduites ("WNo

quantitative data are however,..."dans[}rmitage and Doll,196}]
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En cela,il se différencie de modéles épidémiologiques plus
généraux, (et non spécifiques au cancer),qui ne considéraient
pas 1'état latent (e.g. [_Gani,m?s] e

Une autre caractéristique de ce modéle est qu'il
étudie 1l'exposition simultannée i plusieurs cancers,Or,nous
avons remarqué dans les données du C.I.R.C.,que l'incidence
d'un cancer dans une population n'est pas indépendante de 1!
incidence d'autres cancers dans cette méme population,Par ex-
emple,le cancer de l'estomac et le cancer du colon pourraf%t‘
donner lieu A des risques %g?pétitifs.

Nous ne prendrons en compte les aspects stochasti-
ques du probldme,nous travaillerons d'un point de vue déter-
ministe.De plus,nous ne tiendrons pas compte ni du sexe des
individus,ni de 1l'hypothése de contagion que 1l'on retrouve
dans [Bayley,106U]p.l7O et dans [Gani,l”?ﬂ p.332.Nous suppo-
serons aussi qu'a la naissance,personne n'est encore conta-
miné par un cancer(étudié entre autres dans [Cancer Rates

anr Risks,1974] §7.How common is cancer among children?),

§2.3 : Les états des individus.

Au temps t,la taille de la cohorte est g&t),et
elle se compose de:

x(t) personnes saines,

yi(t) personnes atteintes du i éme cancer,i
1'&tat latent,

Zi(t) personnes atteintes du i eéme cancer,3
1'8tat actif,

Dés lors,nous obtenons 1l'égalitd suivante:
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M M
%(t)=x(t)fiyi(t){2zi(t), \/t;o, (e
L

Ly

A 1l'instant O,nous n'avons par hypothése aucun

cancer latent et aucun cancer actif,ce qui implique que:

(§(0)=X(O)=xo,

et. ¥, (0)=z, f0):0, - Yfi=1,...,n. (2

§2.4 : Transition entre les différents &tats.

La population se répartit donc en (2n+2) &tats,

8 savoir:sain,cancAreux latent de site i,cancéreux actif de
site i,mort.

Nous pouvons décrire le fonctionnement du systéme
dans deux optiques différentes quant i leur interprétation:
l.par un systéme d'équations différentielles ol interviennent

les taux de transition entre ces Atats,
2.par un systéme intégro-différentiel ol interviennent les
durdes de séjours dans les différents états,

Nous avons écrit les deux systémes.Nous étudie-
rons plus loin les avantages et inconvénients de chacun.

La figure 1. représente schématiquement une cohorte
soumise au risque de trois cancers.

Par d2finition,les différents taux de transition
nous donnent la p;%ortion de personnes passant d'un &tat au
suivant .Ainsi,au temps t’Xl(t)x(t) donne le nombre de nou-
veaux cas de cancer latents de site 1.

Nous appelerons:

Y; (t)=taux de contamination du cancer de site i,

5i(t)=taux d'activation du cancer de site i,

Q&(t)=taux de mortalité due au i eme cancer,

Ajoutons a4 cela,un taux de mortalité pour des cau-
ses extérieures aux cancers (maladies cardio-vasculaires,morts
violentes,...),que nous noterons’l(t),et qui affecte tous les
états vivants,
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COHORTE SOUMISE AU RISQUE DE TROIS CANCERS.

Etat sain : X(t)

- e
Jree [ Cle)  J2ce) | C2Ge)  ¥3¢e) | C3(e
Etat latent Etat latent Etat latent
# 1 TECE) | B A #2138
S1w [prw  S2w | 2wy 83w | D3
Etat malade Etat malade Etat malade
# 1 EaLt) # 2 ¢ 22C¢) #3323 (%)
X1 ) | E1¢eD OL2(t) | E2(L) O3 (L) | E3 (LD
\
Etat mort
Légende:
X (t) =Nombre de personnes saines.  i=1,2, 3.

°Yi (t) =Nombre de personnes a 1’8tat latent i.

°Zi (t) =Nombre de personnes a l’état actif i.

°Xi(t)=Taux de contamination du i éme cancer.

odi (t)=Taux d’activation du i &me cancer.

°Xj (£)=Taux de mortalite du au i 8me cancer.

°Ci (£)=Durée de contamination du i &me cancer.

°Di (£)=Purée de latence du i eme cancer.

°Ei () =Durée du i 8me cancer actif.

F LG
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1,Un taux est un réel compris entre O et 1,
2,Afin de faciliter la compréhension intuitive,prenons un
exemple:

si 04 (£)=0.10 Veefe,t+at] ,

il mourra O.lO.zl(t).At personnes du premier

cancer dans l'intérvalle de temps [},t+AE).
3.Lorsqu'un taux de transition entre deux &tats égale 1,

c'est que la transition est immédiate,ou encore que l'état

de départ est instantanné ( e.,g. 1'état latent dans [Cani,
1978) ) .Par contre,lorsqu'un taux vaut O,la transition
n'est plus possible,par exemple si ag(t)gp,nous n'aurons ja-
mais de cancer 3 ni latent,ni actif,Afin d'éviter ces trivia-
lités,nous ne considérerons que des tauxe]o,l[.
4, En touté rigueur,nous serions obligés d'imposer une liste
d'hypothéses que devraient vérifier tous ces paramétres.En
effet ,nous allons différentier toutes ces variables,puis les
intégrer.C'est ainsi que nous imposons:

s Yax ks agptiage Ry,

B0 000 0 (YEP(RY),

i ()85 (0,04 () en? (RY).
Nous sommes conscients que l'on peut alléger ces hypothéses,
mais l'examen des données auxquelles nous allons confronter

nos résultats nous assure que nous ne perdons pas de généra-
1lité en fixant ces conditions,Dans le méme ordre d'idées,nous;
ne ferons plus mention explicite des quantificateurs Vtzo,
Vi=1,...,n,ceci afin de soulager 1'écriture.

5.Comme nous l'avons déja mentionné,les taux ne tiennent comp-

te ni dusexe,ni de la contagion possible (comme dans [Bayley,
106“]),du.moins pas explicitement ,Nos taux ne sont fonction
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que de 1'Age et sont en quelque sorte des taux intrinséques,
Nous allons maintenant définir le taux d'incidence du cancer,
ce sera celui que nous analyserons le plus en détail,

§2.5 : Taux d'incidence du cancer,

Pour nous,le taux d'incidence du cancer de site i,
sera,par définition,le nombre de nouveaux cas de cancers ac-
tifs de site i,rapporté 3 la population vivante i cet instant.
Nous le noterons'ti(t).signalons au passage que sa définition
n'est pas tout i fait unique,certains auteurs admettent des
définitions légérement différentes,

C'est un des paramétres qu'utilisent le plus les
épidémiolopgues et les cancérologues pour la comparaison de
1'influence du cancer dans diverses populations.,

Puisque par définition de gi(t),taux d'activation
du cancer de site i,gi(t).yi(t) donne le nombre de nouveaux

cas de cancers i actifs,on peut écrire que:

. (t).y, (&) -
'Ci(t)= 2 % : (2
t (t)

Nous allons maintenant &tablir le systéme différen-
tiel qui régit 1'Gvolution de la population,d 1l'aide des taux
de transition.Nous &crirons ensuite le systéme intégro-diffé-
rentiel ol interviennent les durées dans les états,et nous
discuterons les avantages et inconvénients des deux points

de vue,
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§2.6 : Systéme différentiel de base,

D'aprds la figure l,les variations dans un état
sont les suivantes:
-ceux qui sortent de cet état et entrent donc dans
1'état suivant;
-ceux qui rentrent dans cet état en quittant 1le
précédent ;
-ceux qui meurent pour une cause extérieure aux
cancers et qui quittent donc leur état actuel,
En remarquant encore qu'il n'y a pas d'état précé-
dant 1'état sain,nous obtenons aisément le systéme différen~
tiel que voici:

)
%%-%m%g&w)hﬂﬂ.

Fooo - (PLE)+0, (£)) oy, (B)+y; (£)ux(E),

dz,
- (8D +% (6)) 2 (8)+6; (8) oy, (8.

Regardons maintenant la décomposition (2.,1) de 1la
population:

€t)- x(t)+2y (t)+Zz (t).

Nous sommons. les equatlons (2. 8);(2.5),(2.6),et par
linéarité de 1'opérateur de dérivation,nous obtenons:

m
—r(t).‘&t)-iu. (t) .z (t).
i3 1 5

(2

(2

(2

(2
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§2.7 : Systéme intégro-différentiel.

Pour établir le systéme intégro-différentiel,nous
allons exprimer les changements d'états en terme de durées.
Pour passer d'un état au suivant,il suffit de "sommer",c'est-
d-dire intépgrer,toutes les durées possibles,D&s lors,le sys-
téme gouvernant la cohorte est:

%%- fqt) x(t)- 27 (t -c; (T))dz, (2
dy; ¢

E.._=.,:(t) ¥y (E)- )@ (t-qa, (r))drfj&(t -c, (7))dT, (2

dz, t

- l«t) VZg (t)=[z, (t-ei(T))dttZ;i(t-di(f))dt. (2

Tout comme nous avions somm@ les &quations (2.4),

(2.5),(2.6) pour obtenir 1'équation de variation de la popu-
lation totale,nous allons sommer les équations (2.8),(2.9),
(2.10) pour écrire que:

k
--r(t) ‘g(t)-Z { (t-e, (T))dT, (2

0.!

§2.8 : Comparaison des deux systémes,

Le systéme intégro-différentiel (2.8),(2.9),(2,10)
s'exprime en termes de durées.C'est un grand avantage par rap-
port au systéme différentiel (2.4),(2.5),(2.6).En effet,il
est bien plus parlant de dire qu'un cancer a une durée de la-

nce de dix ans,que de dire que son taux d'activation est de
cing pour cent par exemple,Cependant,la nature mathématique
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d'un systéme intégro-différentiel est de loin plus compliquée
que celle d'un systéme différentiel linfaire homog8ne,Aussi,

avons-nous report? toute notre attention sur le syst8me dif-

férentiel,

Nous allons quand méme tenter d'analyser quelque
peu les rapports entre ces deux systémes,En les comparant
équation par &quation,nous obtenons les &quivalences suivan-
tes:

¢
/x(t-ci(f))dt

TR tragiENdy
§;(6)= 2 V1 (E) ’ (2
/ozi(t-ei(r))dt

Nous pouvons donc exprimer les taux en fonction des
durées.Mais c'est le passage en sens inverse,qui serait inté-
ressant pour l'interprdtation de nos résultats.Malheureusement
celui-ci s'avére €tre des plus difficile,

En résumé,dans ce chapitre,nous avons défini deux
approches au probléme,Nous disposons de deux systémes pour
décrire les variations de la population.,Nous allons mainte-
nant résoudre le premier et 3 partir de ces solutions étudier
les taux d'incidence des cancers.,



$3.2
§3.2
§3.2
§3.4
§3.5

CHAPITRE III : PROPRIETES DU MODELE,

Solutions du systéme différentiel de base,
Interprétation des solutions.

Etude du taux d'incidence,

Cas particulier:un seul cancer,paramétres quelconques,
Cas particulier:un seul cancer,paramétres constants.
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§3.1 ¢ Solutions du systéme différentiel de base.

Dans ce paragraphe,nous allons résoudre le systéme
différentiel linéaire homogéne que forment les équations (2.4)
(2,5),(2.6),ainsi que 1'équation différentielle (2.7).

RE&crivons ce systéme:

- S (ft(t)f] (t))x(t),

o.arm
C‘P¢<C‘Y‘

_...=-(lu(t)+ér (t))y. (t)+] (t)x(t),

dzi

Indépendamment des autres équations,la premiére re-
lation est une équation différentielle linéaire homogéne.Sa
solution s'exprime donc comme:

¢
x(t)=Ke‘jo(/‘(t)+Zy(t))dr 3

()

La condition initiale (2,2) : x(0)=x,,nous indique
que K=x,.D'autre part,afin de soulager l'écriture,nous note=-

rons dorénavant:

M(t) jr(r)dt (3
et G, (t) jJ (T)dT. (3

Avec ces conventions,la solution (3.1) s'écrit
maintenant:

x(t)=x,e M(t) _EFl(t) (3

Venons-en maintenant aux Zquations en yi(t).Pour
un i fixé&,chacune de ces équations est une équation diffé-
rentielle linéaire non homogéne,Nous appliquons la méthode
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de variation des constantes et nous trouvons:

- cudie _-M(t) _-D, (t)(/w(f) D. (t)d (T)x(T)dT+K). (3

La notation Di(t)=£§i(t)dc, (3
pareillement aux notations (3.2) et (3.3).

De par la condition initiale (2.2) : yi(O)=O,zi(O)=O
et en remplacant x(T) par sa valeur trouvée en (3,4),nous
obtenons finalement:

E m
-M(t) -D; (t) ‘feni(t)e-liusi(r)

yi(t)=x°e A'i(t')dr. (3

(=]

Les équations en zi(t) se résolvent de maniére si-

milaire,et nous pouvons écrire:

-M(t) =-A.(t) kA.('t') -D, (T)
"N | e - ¢ 1 é}(f).
T

zi(t)=xoe

f Dy (e)e'.%c‘l(e)a,. (@)d6dr. (3
Ici,la notation A, (t)‘fd (t)dc. (3

L'équation dlfferentlelle (2.6):

dg g

est aussi une €quation différentielle linéaire non homogéne,
Puisque €(0)=x(0)=x,,et en remplagant zi(.) par sa valeur,on
obtient:

€ (t)=xoe (), (1= {d De M (‘t)j A;(8) D, (9)5 P

OUI

/o (u), ?;GI(M (u)du d8dt). (3
J 2
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§3.2 : Interprétation des résultats.

Comme on peut dé8ja le remarquer,les solutions (3.8)
et (3.10) impliquent des calculs assez longs.Nous verrons au
chapitre IV que 1l'on peut utilemment se servir de formes ap-
prochées de ces solutions pour &tudier le taux d'incidence
du cancer,Mais tout d'abord,regardons d'un peu plus prés ces
solutions, ‘

Dans chacune d'elles,apparait le terme xoe-M(t)

qui s'interprdéte comme la taille de la cohorte au temps t,
si il n'y avait plus de risque de cancer.,
D'autre part,dans 1l'équation (2.3):

&%

== (u(t) ...J (£))x(t),

le termeéb&(t) s'interpréte comme le taux de contamination
globale des n cancers,Dans les solutions,nous retrouvons par-
tout G (t):nous interpréterons Gl(t) comme le taux cumulatif
de contamlnatlon du i eme cancer,et Z(} (t) comme le taux cu-
mulatif de contamination globale deéun cancers, G (&) etZGi(t)
sont des fonctions strlctemment croissantes du temps R est
d'ailleurs A travers ‘Z__"Gl(t) qu'apparait la dépendance

du nombre de cancéreux,latents et actifs,par rapport aux

autres cancers ( équations (3.7) et (3.8)).

§3.3 : Etude du taux d'incidence,

Puisque nous disposons maintenant des solutions
(3.4),(3.7),(3.8) et (3.10),nous pouvons exprimer le taux
d'incidence t}(t).Ainsi que le dit 1'équation (2.3),
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&4 ()y; (t)

'ti(t)=—~ET€T—-—-.

Dés lors,nous remplagons yi(t) et zi(t) par leur
valeur en (3.7) et (3.10) et nous trouvons:

it ¢ "
&, (he~P1(* )Py (V) gei(r);i(r)dt
-7 (%) , (3

Filt)s

m b T é -
ol F(EIEL u.(r)e"‘i(tye"i(e)e'”iw)é'.(eyeDi(“)e‘fGi(“’ - (u)dh
* < 1 ) £ §

]
e
(-]

Cette équation n'est évidemment pas maniable,Mais
de toute fagon ,notre étude n'étant que qualitative,nous nous
intéresserons i une forme approchée du taux d'incidence bien
plus compacte et pourtant suffisamment précise.

D&s i présent,nous pouvons dire que le taux d'inci-

dence ne dépend pas explicitement du taux de mortalité exté-
rieure aux cancers,et qu'il est fonction des autres cancers

par 1'intermédiaire du taux cumulatif de contamination globale
,ZGi(t) ‘

.y

§3.4 : Cas particulier:un seul cancer,param3tres quelconques,

Nous allons maintenant particulariser la situation.
Tout d'abord,nous ne considérerons plus qu'un seul cancer,en-
suite,nous donnerons des formes analytiques "raisonnables"
aux différents paramétres,

Calculons tout d'abord le nombre de "depgrés de li-
bertd" du moddle différentiel.Que pouvons-nous fixer dans ce
modéle?

Premi3rement,le nombre n de cancers qu'on envisage,
ensuite,la taille initiale de la cohorte,x,,enfin,la fonc-
tion (.):Rt.,]o,lf et pour chaque cancer,les trois fonctions
ag(.),sg(.),o&(.):PtaJO,][.C'est-é-dire au total,deux réels
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et 3n+l foncticns de Rt._.]o,l[_.

Voyons maintenant comment se simplifi@tles solutions,
lorsqu'on ne consid@re plus qu'un seul cancer,

Nous conviendrons,puisqu'il n'ya plus qu'un seul
cancer de ne plus noter les indices.,Dés lors,le systéme dif-
férentiel (2.4),(2.5),(2.6) devient:

%%=-(r(t)+X(t))x(t).

=-(Iu(1;)+§(t))y(t)+0’(t)x(t).

o.lo. Q-L:

z=- (r(t)+°‘(t))2(t)+5(t)y(t)

Les solutions se transforment en:

-M(t) -G (t)

x(t)=x,e ’b (3
y(t)=xoe "o ‘D“‘l S G(r)X(‘l‘)dt' (3
2t )ex,e~ ) -A(t)] AT (pye=D(T )] D(G) C(G’J(e)d

(3

La solution de 1l'équation en g(t):

j-_r(t)g(t) *(t)z(t),

est:
E(t)=xqe Mt)(lftx(t) Mt)f A(G) «~DOX (6.
/eD(u) G(U)J(u)dudbdt). (5

L'expression de z(t),€(t) et T(t) reste encore assez
lourde,Cependant,le grand avantage de ne plus considérer qu'
un cancer réside en ceci:
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g (6)=20
ce qui simplifiera considérablement les calculs d'intégrales,

lorsque nous donnerons des formes analytiques aux différents
taux.,
Le taux d'incidence vaut dans ce cas:

3
-D(t)f D(T) -G(T)
‘C(t)‘g(t)e l-H(l{:? e L(r)dr’ (3

t i 6
ol: H(t)ﬁﬁm(t)e-A(t{[eA(e)e-D(e)5(6)j;D(u)e-G(uiy(u)dudbdt._
[#] (=} o

§3.5 : Cas particulier:un seul cancer,paramétres constants,

Nous allons maintenant voir ce qui se passe lors-
que l'on considére que les différents taux de transition sont

constants.Supposons donc:

g2y, gelogaf,
§e)z8,  Selo,1f,

o(t)za, «€]0,1[,
/L(t)':'/l., Ia]o,l[.

Le systéme différentiel est maintenant linéaire ho-
mogéne 3 coefficients constants,Il s'écrit:

=~(r+z)x(t).

=-<r+5)y(t)+5x(t>,

ng o1a
ct i

&&

=-<r+u)z(t)+5y<t).

Les solutions sont:
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x(t)=xoe_rte-6t, (3

y(t)--ale R Jt). [ (3
St -at

z(t)z-“x—- /‘tel‘e - S, (3

La solution de 1'équation en § (t):

-§=-/A5(t) -az(t),

est:
(t)=xoe Tt (1- {é I(t)), . (3
PRy el L ST R W -4 l-e

! u-& b/ o -S S o y

Le taux d'incidence du seul cancer vaut lorsque les
paramétres sont constants:

S -xt -5%
rl. B
T (e e )

e j@%vl(t) ‘ (3




CHAPITRE 1V : ETUDE QUALITATIVE DE L'INCIDENCE D'UN CANCER,
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Approximation du taux d'incidence du cancer,

Incidence d'un seul cancer,paramétres du second degré.
Courbes d'incidence observées,
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§4,1 : Paramétres observables et inobservables,

Généralement ,les études épidémiologiques se basent
sur l'observation de registres ol sont consignés des données:
lieu géographique,période observée,site de la maladie,sexe du
malade,dge du malade(ou classe d'dge),...Malheureusement,en
ce qui concerne le cancer,tous ces paramétres ne sont pas ob-
servables,Nous mentionnons au §2,1 quelques-unes des assez
rares observations sur les états latents,Comme le soulignent
[cook et al,1060]):"Thirdly,cancer is recorded as occuring at
the age at J%ch it 18 diagnosed and not at the age at wich
it first appears as a pathological process.How far these ages
differ is unknown,The difference is Zikely to be at last one
year,(...),but it is a matter of conjecture,wether it is com-
monly 2,5 or even 10 years,"(p.ol),

Nous allons donc classer les paramétres en deux ca-
tégories:

1,.Paramdtres observables,

-%(t):population totale}

-zi(t)=population cancéreuse active de site i}
-oﬁ(t)=taux de mortalité die au i €me cancer;

- € (t)=durée du i éme cancer actif;

-[(t)= taux de mortalité extérieure aux cancers;
°ti(t)i taux d'incidence du i éme cancer;
-x(t)+£yi(t)=population saine et populations latentes;

-x(t)=population sainej

-yi(t)zpopulation cancéreuse latente de site i,
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-x&(t)=taux de contamination du i éme cancer,
-ci(t)=durée de contamination du i &me cancer;
-gi(t)=taux d'activation du i éme cancer;

-di(t)=durée de latence du i éme cancer,

Voici le sens général de notre démarche,Nous allons
donner des formes analytiques aux taux de contamination et 4'
activation et nous verrons que pour certaines de ces formes,
nous obtenons des courbes d'incidence qui reflétent bien ce
que nous attendons.Cette méthode ne donne cependant que des
conditions suffisantes quant 3 ces paramdtres,i.e. qui ne
peuvent que réfuter des formes analytiques particulidres de
ces paramétres,Cependant,le nombre d'essais auxguels nous
avons procédé ,nous incite a croire que les conditions suf-
fisantes que nous avons obtend%,sont quasi nécessaires,Pour
prouver cela mathématiquement,il faudrait pouvoir exprimer
les paramétres inobservables en fonction des observables,ce
qui n'est pas des plus facile,dans le cadre de ce modéle,

Cette approche nous permet de rejeter les hypothéses
du §3.5,3 savoir contamination et activation constantes,En
effet ,quelles que soient les valeurs données d ces constantes,
l'allure de la courbe d'incidence est convexe,alors que nous
attendons une courbe concave,Prendre ces paramétres constants
était donc une hypothése trop forte;nous allons maintenant
leur donner des formes analytiques plus nuancées,i savoir des
paraboles,qui nous permettront de voir si la contamination et
l'activation sont concaves,convexes,croissantes,décroissantes,

|
Nous obtiendrons alors des résultats beaucoup plus probants,
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§4,2 : Description de C.I.5

C.I.5 (Cancer Incidence in Five continents) est
un grand fichier de 177 registres répartis en 07 points du
globe,oll sont enregisggs tous les nouveaux diagnostics de
cancer actif,Ces diagnostics sont classés par sexe,groupe d'
apge et site du cancer,Nous sommes conscients que les popula-
tions de C.I.5 ne sont pas des cohortes.Cependant,il est gé-
néralement admis par les épidémiologues que 1l'allure d'un
taux d'incidence dans une population refldte suffisamment
bien le taux d'incidence dans une cohorte issue de cette po-
pulation.Malgré ces lacunes,nous comparerons nos taux d'

incidence théoriques aux taux d'incidence observés dans C,I.5.

§4.3 : Approximation du taux d'incidence du cancer,

Nous considérons maintenant la cohorte soumise au
risque d'un seul cancer,L'@quation (3,11) qui donne le taux
d'incidence en fonction de 1'Age nécessite des calculs assez
longs.Or,nous cherchons ici 3 €tudier essentiellement les al-
lures gfnérales des courbes d'incidence.fAussi allons-nous pro-

céder 3 quelques approximations trés utiles,

-M(t) -D(t )JgD(Ue'G(t)x (T)AT,
[~]

ou: y(t)=x,e

et ¥
'§(t)=e'“’(”(xo—fi(r)z(t)dn.

o

Dés lors,

t
D(T) _-G(T)
_r(t)-é(t)xLe-D(t)oe e J(t)dt
3 xc—f‘;(t)z(r)dr

‘ (4
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&

Or,/d(t)z(t)dt représente le nombre total de per-
sonnes de la Gohorte qui sont mortes du cancer,et ce nombre
est petit par rapport 3 la taille initiale de la cohorte, x,.
Les maladies cardio-vasculaires,3 elles seules,sont trois
fois plus mortelles que le cancer([?ancer Rates and Risks,
197€]§2:How does cancer compare with others diseases as a
cause of death?).Nous allons donc négliger ce terme jt(t)z(t)dx
qui implique de longs calculs,tout en n'apportant pag un grand
gain de précision,

De méme,nous allons"simplifier" o~ D1%) par M s
En effet,de par le théoréme de la moyenne,

b E
IeD(t)e-G(t)} (‘C)dt=eD(t°)fe-G(t)J(t)dt, (4

© Q

oll tOQ]O,tC.Or comme nous le verrons dans la suite,les valeurs
des taux d'activation,(et de contamination),sont de 1l'ordre du
%.(voir [Cancer' Rates and Risks,lQ'M] et Whittemore,l977]
p.422),ce qui implique que:

t
e‘D(t).eD(to)._.e‘L&t)dn:’l. (4

En effet, e 0*%%120,000 et e7C*1z0, 005,

En conséquence,dans ce qui suit,nous étudierons:
t
'ca(t>=3(t)]e"“r)5(r)dn
©
$(t). (1-eG()y, (u
Ainsi donc,en considérant que le nombre de personnes

mourfant du cancer est négligeable par rapport 3 la taille inj
tiale de la cohorte,et en arrondissant l'exponentielle d'une

valeur trés proche de 0,3 l,nous disposons d'une forme analy-
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tique particuliérement simple lorsqu'on supposera les taux

de contamination et d'activation du second degré.Dans ce cas,
le taux d'incidence se résumeraen le produit d'une parabole
par un moins l'exponentielle négative d'un polyndme du troi-
siéme degré.Comme le but de ce travail est essentiellement
une étude qualitative,les approximations qui ont été faites
ne génent pas la portée de nos conclusions,

§4.4 : Incidence d'un cancer,paramétres du second degré,

Nous cherchons 3 reproduire des allures de courbes
d'incidence;aussi allons-nous donner des formes analytiques
aux taux de contamination et d'activation.Nous allons surtout
essayer de voir si ces taux sont croissants,décroissants,con=-
caves ou convexes,Nous allons donc leur supposer une forme pa-
rabolique,

Dés lors,nous imposons:

J(t)=3&t2+aét+53, (4
S(t):glt2+52t+¢%. (4

Remarquons tout de suite que )’,yé,xg,éi,g;,ég ne
peuvent &tre quelconqueg puisque {(.) ete (,) doivent &tre 3
valeur dans ]O,l[.Nous aurons donc des contraintes dans le
choix des 51,35,83,51,52,53.

Avec de tels 6(.) et g(.),

3 2
rq<t>=(glt;2+§2c+83).(1-e‘(?fl% ot tEst)), (4
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§4,5 : Courbes d'incidence observées,

Les courbes d'incidence de cancer se présentent
comme des graphes dans R+x R+,avec 1'age variant,par conven-
tion,de 0 3 100 ans en abscisse,Le taux d'incidence est expri=-
mé par 100,000 habitants et porté en ordonnée.

Les allures de courbes d'incidence sont de trois
types:"”(7)A rapid,uninterrupted and fairly regular increase
in incidence from childhood to 80 years of age and over;(ii).
a stmilar pattern in early adult life,modified by a slowing
down of the rate of increase or a decrease at older ages;and
(221) a rise to a peak mortality inm childhood,adolescence or
early adult life,followed by a decline and sometimes a secon-
dary rise in old age."([Cook,Doll and Fellingham,lgsg]p.gu).
[Doll,1968] rapporte que:"Four main patterns however,charac-
terize the great majority of common tumors.The first,typified
by Wilms'tumor of the kidney(...)shows a rise in incidence to
a peak in childhood,adolescence,or early adult life,followed
by a decline,The second,typified by carcinoma of stomach in
most coun#%es(...)shows a raptd,uninterrupted,and regular in-
erease in incidence from adolescence to old age,with practi-
cally no cases in childhood.The third,typified by bronchial
earcinoma almost everywhere and carcinoma of the stomach in
much of Africal(...)is similar to the second but shows a reduc-
tion in incidence in old age.The fourth,typified by carcinomas
of the breast and cervix uteri(...)shows a rise in incidence
until middle life,after wich the rate of increase slows down
or ceases,”(pp.U=5).

Nous allons reproduire une courbe de type (%) pour
Cook et al,,ce qui correspond i une courbe du deuxiéme type
pour Doll,puis une de type (i) pour Cook et al,,c'est-d-dire
du troisiéme type pour Doll,avec chaque fois en regard une
courbe issue de C,I,5 d'allure similaire,
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Ces courbes ont &té tracées 3 1l'aide d'un ordina-
teur Hewlett-Packard 9845,Nous avons procédé 3 une cinquan-
taine d'essais,et en ce qui concerne les deux types de cour-
bes que nous voulons reproduire,celles qui se rapprochent de
celles observées par C.I,5,sont celles ol la contamination
croit et l'activation décroit.

‘Nous terminons ce chapitre par un graphique illus-
trant 1'influence de 1l'activation.Nous avons maintenu une
contamination constante,et nous avons fait varier l'activa-
tion.Comme on peut le voir,on passe de maniére "continue",
d'une courbe de type trois & une courbe de type deux (termi-
nologie de Doll).Ce graphique se trouve page 1IV.12.

Voici les équations des taux de contamination et
d'activation:

J(t)=2.10~5 t2 (pour toutes les courbes);

S(t)=2.10-6 £2 -U.lO_u t + 0,025 (Courbe 1),

S(t)=10—6 §2 <2.,107% ¢ + 0,015 (Courbe 2y 4

96120, 200 v2 16,1075 ¢+ 0i0%5 (Bourve 3),
$(t)=6.10"7 ¢2 -12.107° t + 0.011 (Courbe h),
Sty=1.10"7 £2 -8,10™5 ¢ + 0.009 (Courbe 5),

é

S(t:)=2.1o'7 £° -4,107° t + 0,007 (Courbe 6),

g(t)=10‘7 t° <2,107° t + 0,006 (Courbe 7).
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CHAPITRE V : CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES,




§5.1 : Conclusions et perspectives.

Ainsi qu'on 1'a vu au §4.5,nous sommes parvenus &
reproduire 1'allure de courbes d'incidence observédes par C,I.5
Lorsque la contamination croit avec 1'age pendant que l*activa
tion décroit,le résultat est assez probant,.Ce qui signifie que
les vieilles personnes sont plus contaminées que les jeunes,le
cancer est une maladie de vieux,et que plus les cancéreux sont
jeunes,plus leur activation est rapide,les jeunes une fois at-
teints par le cancer sont moins résistants.De par l'équation
(3.11),1a compétition entre cancers apparait évidente,

Pour obtenir des conditions nécessaires sur la conta
mination et 1l'activation,on devrait procéder i une &tude ana-
lytique du taux d'incidence(essent%llemenq,l'étude du signe de
la dérivée).C'est 13 une premiére voie de recherche,Un autre
domaine d'investigations serait 1'@tude concréte de l'inciden-
ce de plusieurs cancers et de la compétition entre eux.Des
raisons mathématiques nous ont arr@tés:entre autres,la résolu-
tion d'intégrales multiples,Peut-étre une approche numérique
serait-elle plus rentable?DeAméme,le modéle dual(intégro-diffé
rentiel) mériterait un examen plus attentif,.,Son interprétation
en terme de durfes,de latence notamment,est beaucoup plus aisé
et plus intéressante pour les médecins,Les artifices mathéma-
tiques que nécessitent ces équations intégro-différentielles,
nous ont incités 3 reporter toute notre €tude sur le systéme
différentiel.Discrétiser le temps permettrait sans doute d'y

voir plus clair,
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En conclusion,le modéle proposé apporte quelques
solutions dans un domaine dont on connait 1'intérét auprés
des médecins,Nous souhaitons que ces premiers résultats
encouragent a poursuivre la recherche,et nous espérons qu'ils
seront confirmés et développés dans le futur.
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