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RésuméCe mémoire a pour obje
tif de mettre en pla
e des outils de modélisation etde 
ontr�le appli
ables dans le domaine pharma
o
inétique. A 
ette �n, nous avonsintroduit quelques notions théoriques relatives aux systèmes dynamiques linéairesnon-négatifs. Nous nous sommes ensuite appuyés sur 
es 
on
epts de base pour dé-velopper un 
ontr�le optimal par feedba
k garantissant le maintien des traje
toiresd'état du système en bou
le fermée dans l'orthant non-négatif pour des 
onditionsinitiales non-négatives.Par la suite, nous nous sommes intéressés plus parti
ulièrement au 
as d'un anes-thésique, le propofol (Diprivan R©), et d'un anti
oagulant, le rivaroxaban (Xarelto R©).En 
e qui 
on
erne l'anesthésie générale, nous avons étudié un modèle à trois 
om-partiments permettant de traduire au mieux le trajet du propofol dans l'organisme.Nous avons également analysé et simulé, sur base des résultats théoriques établispré
édemment, un 
ontr�le optimal par feedba
k visant à maintenir la 
on
entra-tion (plus pré
isément l'index bispe
tral permettant de mesurer la profondeur del'anesthésie) au niveau souhaité.Après avoir introduit quelques notions pharma
o
inétiques né
essaires à la 
om-préhension de la se
onde appli
ation, nous sommes passés à l'étude du rivaroxaban.Nous avons, dans un premier temps, établis une modélisation originale de l'évolutionde la 
on
entration de 
e médi
ament sur base des informations re
ueillies dans lalittérature. Nous avons ensuite montré qu'en suivant la posologie re
ommandée, desvariations de la 
lairan
e du rivaroxaban de 50% ou plus peuvent entrainer de fortssurdosages. Cette 
onstatation permet de donner une première idée des risques en-
ourus lors de la prise 
on
omitante du rivaroxaban et d'un 
omposé a�e
tant sonélimination de l'organisme et démontre la né
essité d'études 
liniques 
omplémen-taires. Nous avons également apporté une 
ontribution à la question d'un éventuelmonitoring qui fait débat dans la littérature en développant un 
ontr�le optimal parfeedba
k dont la robustesse permet d'éviter tout risque de surdosage.
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Abstra
tThe aim of this dissertation is to develop modelisation and 
ontrol tools whi
h
an be applied in the pharma
okineti
 �eld. For this purpose, we introdu
ed sometheoreti
al notions related to nonnegative linear dynaymi
al systems. Then, we wor-ked with these basi
 
on
epts to develop an optimal feedba
k 
ontrol guaranteeingthat the 
losed-loop state traje
tories will remain in the nonnegative orthant for allnonnegative initial 
onditions.Afterwards, we fo
used parti
ularly on an anestheti
 
ase, the propofol (Diprivan R©),and an anti
oagulant, the rivaxoraban (Xarelto R©). Regarding the general anesthesia,we studied a three 
ompartment model used to best 
onvey the path of propofol inthe organism. We also analysed and simulated numeri
ally, on the basis of previouslyestablished theoreti
al results, an optimal feedba
k 
ontrol to maintain the 
on
en-tration (more pre
isely the bispe
tral index, a measure of anestheti
 e�e
t) at thedesired level.After introdu
ing a few pharma
okineti
 notions needed for the se
ond appli-
ation, we developed the study of the rivaroxaban. First, we established an originalmodel to 
hara
terize the 
on
entration evolution of this drug, relying on information
olle
ted in the literature. Next we showed that following the re
ommended posology,rivaroxaban 
learan
e variations of 50% or more 
ould lead to high overdoses. Thisobservation gives a �rst idea of the possible risks resulting from the simultaneous useof the rivaroxaban and another 
omponent a�e
ting its elimination from the body andtends to prove the need for 
omplementary 
lini
al studies. We also bring a 
ontri-bution to the question of a possible need of monitoring, whi
h is still under debatein the literature, by developing an optimal 
ontrol whose e�
ien
y and robustness
ould avoid any risk of overdose.
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Introdu
tionLe but de 
e mémoire est l'appli
ation au domaine pharma
o
inétique d'outilsde modélisation et de 
ontr�le. Nous nous intéresserons plus parti
ulièrement au 
asd'un anesthésique, le propofol (Diprivan R©) [8℄, et d'un anti
oagulant, le rivaroxaban(Xarelto R©) [35℄.Pour 
ommen
er, nous allons développer quelques outils théoriques relatifs auxsystèmes dynamiques linéaires non négatifs [10℄. Nous dé�nirons don
 les 
on
eptsde base (matri
e essentiellement non-négative, matri
e 
ompartimentale,...) et nousdémontrerons des théorèmes 
lés qui nous seront utiles par la suite pour prouver desrésultats importants. Dans 
ette partie théorique, nous développerons également unesérie de 
onditions né
essaires et su�santes pour identi�er les systèmes non-négatifset 
ompartimentaux admettant uniquement des solutions monotones et non os
illa-toires. L'étude de tels systèmes est utile dans de nombreuses appli
ations en biologieet en méde
ine. En e�et, il est souvent supposé que la 
on
entration en médi
amentdé
roît de façon monotone lorsqu'on 
esse de l'administrer dans l'organisme (
omme
e sera le 
as dans notre appli
ation à l'anesthésie). En�n, nous développerons un
ontr�le optimal par feedba
k qui garantit que les traje
toires d'état du système enbou
le fermée restent dans l'orthant non-négatif pour des 
onditions initiales non-négatives.Nous passerons ensuite à la partie appli
ative. Nous allons nous intéresser dansun premier temps à l'anesthésie générale et plus parti
ulièrement au 
as du propofolqui est utilisé à la fois pour dé
len
her et maintenir l'anesthésie. Nous utiliserons unmodèle mamillaire à trois 
ompartiments [27℄ pour analyser le problème et nous dé-velopperons un 
ontr�le permettant de maintenir la 
on
entration de propofol dans le
ompartiment 
entral à un niveau bien pré
is en minimisant le taux d'inje
tion et enmaximisant le taux de 
onvergen
e de la traje
toire du système en bou
le fermée versl'équilibre que l'on veut atteindre. Cependant, même si la 
on
entration en propofoldans le sang nous donne une bonne mesure de la profondeur de l'anesthésie, 
ette
on
entration ne peut être mesurée en temps réel durant l'intervention. Nous allonsdon
 utiliser une autre grandeur pour mesurer le niveau de 
ons
ien
e : le signaléle
troen
éphalographique. En pratique, on utilisera l'index bispe
tral (BIS) 
ommemesure de l'e�et de l'anesthésie [16℄. Cet index permet de réunir l'information del'éle
troen
éphalogramme en un seul nombre variant de 0 (pas d'a
tivité 
érébrale)à 100 (pleine 
ons
ien
e). L'obje
tif va don
 être de développer un 
ontr�le optimalpar feedba
k pour maintenir la valeur de BIS à un 
ertain niveau (50 dans notre 
as).Pour 
ela, nous nous appuierons sur les résultats théoriques établis pré
édemment.Avant de passer à la se
onde appli
ation, nous introduirons quelques notions depharma
o
inétique né
essaires à la 
ompréhension de la suite du travail [19℄ [15℄.6



Dans 
ette partie, nous aborderons, sans entrer dans les détails, les quatre étapes dela pharma
o
inétique (absorption, distribution, métabolisme et ex
rétion) ainsi quedi�érents 
on
epts de base 
omme la fenêtre thérapeutique ou en
ore la variabilitéinter- et intra-individuelle.Après 
ette introdu
tion des éléments 
lés de la pharma
o
inétique, nous déve-lopperons la se
onde appli
ation. Nous nous intéresserons à un anti
oagulant oral
ommer
ialisé depuis peu : le rivaroxaban. Cette se
onde étude de 
as entre dansle 
adre d'un projet de re
her
he interdis
iplinaire bien plus vaste lié à l'étude durivaroxaban et a été élaborée en 
ollaboration ave
 Flora Musuamba Tshinanu, Do
-teur à la Fa
ulté de pharma
ie et des s
ien
es biomédi
ales (FASB) et Louvain DrugResear
h Institute (LDRI) de l'Université Catholique de Louvain. Cette enri
hissante
oopération a permis d'apporter à 
haque domaine un é
lairage nouveau et n'auraitpu se faire sans l'aide de l'équipe du professeur Jean-Mi
hel Dogné du Départementde Pharma
ie et Institut namurois des s
ien
es de la vie (NARILIS) de l'Universitéde Namur, et en parti
ulier de Jonathan Doux�ls. Le but de 
ette se
tion est d'abordde mettre sur pied un modèle original permettant de réunir toutes les informationsutiles quant à la modélisation du rivaroxaban re
ueillies dans la littérature [28℄ [20℄[21℄ [22℄ [31℄. Une fois 
e modèle de 
ompromis élaboré, nous l'analyserons et tente-rons de mettre en éviden
e les risques liés à l'utilisation 
on
omitante du rivaroxabanet d'un autre médi
ament. Peu d'études ont été réalisées à 
e sujet et le monde mé-di
al n'est pas, à l'heure a
tuelle, 
ons
ient de l'impa
t des intera
tions potentielles[6℄. Le but de notre analyse va don
 être de donner une première idée des dangersauxquels on pourrait s'attendre lors de la prise 
onjointe du rivaroxaban et d'unautre médi
ament a�n de démontrer la né
essité d'études 
liniques 
omplémentaires.Nous nous fo
aliserons sur un type d'intera
tion parti
ulier à savoir 
elles faisantintervenir une variation de la 
lairan
e du rivaroxaban, autrement dit, de la 
apa
itéde l'organisme à éliminer la substan
e. Après 
ette mise en garde, nous mettrons enéviden
e les avantages que peut présenter une administration 
ontinue 
ontr�lée parfeedba
k. L'obje
tif sera de montrer que, 
ontrairement aux re
ommandations qui nepré
onisent au
un monitoring [35℄, il peut être béné�que, du moins dans 
ertainessituations, de pratiquer des ajustements dans la dose administrée. Cette analyse visedon
 à apporter une 
ontribution supplémentaire à la question d'un éventuel moni-toring qui fait débat dans la littérature [6℄.
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Chapitre 1Systèmes non-négatifsDans 
e premier 
hapitre, nous allons analyser les systèmes non-négatifs d'unpoint de vue théorique. La majeure partie des résultats présentés est tirée du livreNonnegative and Compartmental Dynami
al Systems de Haddad et al. [10℄.Après avoir introduit nos notations, nous développerons quelques dé�nitions et pro-priétés de base des systèmes non-négatifs. Nous nous intéresserons ensuite à la stabi-lité de tels systèmes. En�n, nous analyserons di�érentes 
onditions né
essaires et/ousu�santes pour la monotonie et la monotonie partielle d'un système dynamique li-néaire non-négatif. Nous illustrerons nos résultats sur un type parti
ulier de systèmesnon-négatifs : les systèmes à 
ompartiments et plus parti
ulièrement, les systèmesmamillaires.1.1 NotationsPré
isons tout d'abord les notations que nous utiliserons dans 
ette partie théo-rique. Nous nous servirons des lettres minus
ules pour représenter les ve
teurs et deslettres majus
ules pour désigner les matri
es. Les lettres majus
ules rondes serontutilisées pour les ensembles et en�n, les s
alaires seront symbolisés par des lettresminus
ules gre
ques.En 
e qui 
on
erne les di�érents ensembles, nous noterons R l'ensemble des réels, Rnl'ensemble des ve
teurs 
olonnes de dimension n et Rn×m l'ensemble des matri
es dedimension n×m. Nous utiliserons les notations R̄n
+ et Rn

+ pour désigner respe
tive-ment l'orthant non-négatif et l'orthant positif.Nous noterons également In l'identité de dimension n et e le ve
teur unité de dimen-sion n, 
'est-à-dire, e = [1, . . . , 1]T . L'élément i, j d'une matri
e A sera symbolisé parl'é
riture A(i,j).En�n, pour x ∈ R
q, nous é
rirons x >> 0 (respe
tivement x >> 0) pour indiquerque toutes les 
omposantes de x sont non-négatives (respe
tivement positives).
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1.2 Dé�nitions et propriétésDans 
ette partie, nous allons introduire une série de dé�nitions et de résultats àpropos des systèmes non-négatifs.Dé�nition 1.2.1.Soit δ > 0. Une fon
tion u : [0, δ] → R
m est une fon
tion non-négative (respe
ti-vement positive), si u(t) >> 0 (respe
tivement u(t) >> 0) sur l'intervalle [0, δ].Dé�nition 1.2.2.

A ∈ R
n×n est dite essentiellement non-négative ou Metzler si pour tous

i, j ∈ {1, . . . , n} tels que i 6= j, A(i,j) > 0.Une matri
e est don
 essentiellement non-négative si tous ses éléments non diagonauxsont non-négatifs.Dé�nition 1.2.3.
A ∈ R

n×n est dite non-négative (respe
tivement positive) si pour tous
i, j ∈ {1, . . . , n}, A(i,j) > 0 (respe
tivement A(i,j) > 0).Dé�nition 1.2.4.
A ∈ R

n×n est dite 
ompartimentale si A est essentiellement non-négative et si pourtout j ∈ {1, . . . , n}, ∑n
i=1A(i,j) 6 0 ou, de manière équivalente, ATe 66 0.Pour illustrer 
ette dé�nition, prenons par exemple la matri
e suivante :

A =





−2 1 0
1 −2 1
0 1 −1



Cette matri
e est 
ompartimentale. En e�et, elle est essentiellement non-négative (seséléments non diagonaux sont positifs ou nuls) et la somme des éléments d'une même
olonne est bien inférieure ou égale à zéro.Considérons le système dynamique suivant :
x(t) = Ax(t), x(0) = x0, t > 0, (1.1)où x(t) ∈ R

n et A ∈ R
n×n.Présentons à présent une série de propositions qui seront utiles dans les se
tionsà venir. La première proposition que nous allons développer fait le lien entre unematri
e essentiellement non-négative et son exponentielle.Proposition 1.2.1.

A ∈ R
n×n est essentiellement non-négative si et seulement si eAt est non-négativepour tout t > 0.De plus, si A est essentiellement non-négative et x0 >> 0, alors x(t) >> 0, pour tout

t > 0, où x(t) désigne la solution de (1.1).9



Preuve. Supposons d'abord que A est essentiellement non-négative et montrons que
eAt est non-négative pour tout t > 0.Pour 
ela, on e�e
tue un shift sur les éléments de la matri
e A de manière à 
e queses éléments diagonaux deviennent positifs.On notera don
 Aα = A+ αI où α = −min{A(1,1), . . . , A(n,n)}.Cette matri
e est non-négative. En e�et, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Aα(i,i) > 0 pardé�nition de α. De plus, pour tout i 6= j, Aα(i,j) = A(i,j) > 0 
ar A est essentiellementnon-négative.Par le développement en série de la fon
tion exponentielle, on a

eAαt =

∞∑

k=0

tk

k!
Ak

α.Comme Aα est non-négative, on a bien que eAαt >> 0, pour tout t > 0.On peut alors exprimer eAt sous la forme suivante :
eAt = e(At+αt)−αt = e−αteAαt >> 0,pour tout t > 0.Supposons à présent que eAt >> 0, pour tout t > 0.Par la théorie des semi-groupes (voir [13℄), nous savons que (eAt)t>0 est un semi-groupe et que

Ax0 = lim
t→0+

eAtx0 − x0
tpour tout x0.Nous pouvons é
rire

A(i,j) = eTi Aej

= lim
t→0+

eTi e
Atej − eTi ej

tPour i 6= j, nous avons
A(i,j) = lim

t→0+

(eAt)(i,j)

t
> 0.Par dé�nition, A est don
 essentiellement non-négative.En�n, supposons que A est essentiellement non-négative et que x0 >> 0. La solutiondu système (1.1) est

x(t) = eAtx0.Comme A est essentiellement non-négative, eAt est non-négative 
e qui implique que
x(t) >> 0, pour tout t > 0.

10



1.3 StabilitéDans 
ette se
tion, nous allons introduire quelques dé�nitions et théorèmes re-latifs à la stabilité des systèmes non-négatifs. Nous ne démontrerons pas tous lesrésultats ; 
ependant ils nous seront très utiles dans le développement d'un 
ontr�lenon-négatif (voir Se
tion 2.2).Les dé�nitions suivantes présentent di�érents types de stabilité pour un équilibre
x(t) = xe ∈ R̄

n
+ du système dynamique (1.1) ainsi qu'un résultat important (appeléthéorème de Lyapunov) présentant une 
ondition su�sante pour la stabilité d'unsystème dynamique non-négatif (voir [10℄ page 14).Nous noterons Bǫ(x), ave
 x ∈ R

n et ǫ > 0, la boule ouverte 
entrée en x et derayon ǫ.Dé�nition 1.3.1.L'équilibre x(t) = xe ∈ R̄
n
+ de (1.1) est stable au sens de Lyapunov par rapportà R̄

n
+ si, pour tout ǫ > 0, il existe δ = δ(ǫ) > 0 tel que si x0 ∈ Bδ(xe) ∩ R̄

n
+, alors

x(t) ∈ Bǫ(xe) ∩ R̄
n
+, pour tout t > 0.Dé�nition 1.3.2.L'équilibre x(t) = xe ∈ R̄

n
+ de (1.1) est lo
alement asymptotiquement stablepar rapport à R̄

n
+ s'il est stable au sens de Lyapunov par rapport à R̄

n
+ et s'il existe

δ > 0 tel que si x0 ∈ Bδ(xe) ∩ R̄
n
+, alors lim

t→∞

x(t) = xe.Dé�nition 1.3.3.L'équilibre x(t) = xe ∈ R̄
n
+ de (1.1) est globalement asymptotiquement stablepar rapport à R̄

n
+ s'il est stable au sens de Lyapunov par rapport à R̄

n
+ et, si pourtout x0 ∈ R̄

n
+, lim

t→∞

x(t) = xe.Théorème 1.3.1 (Théorème de Lyapunov).Soit D, un sous ensemble ouvert de R̄
n
+ 
ontenant xe, un équilibre du système dyna-mique linéaire (1.1) où A est essentiellement non-négative.Supposons qu'il existe une fon
tion 
ontinument di�érentiable V : D → R telle que

V (xe) = 0, (1.2)
V (x) > 0, x ∈ D, x 6= xe, (1.3)
V̇ (x) 6 0, x ∈ D. (1.4)Alors l'équilibre x(t) = xe est stable au sens de Lyapunov par rapport à R̄

n
+.De plus, si

V̇ (x) < 0, x ∈ D, x 6= xe, (1.5)alors l'équilibre x(t) = xe est asymptotiquement stable par rapport à R̄
n
+.Le but des dé�nitions et des propositions suivantes est de montrer que toute ma-tri
e essentiellement non-négative et asymptotiquement stable peut être 
onsidérée,modulo une transformation de similarité, 
omme une matri
e 
ompartimentale.Nous noterons σ(A), le spe
tre de la matri
e A.11



Dé�nition 1.3.4.
A ∈ R

n×n est stable au sens de Lyapunov si
σ(A) ⊂ {λ ∈ C : Re λ 6 0}et, si pour tout λ ∈ σ(A) tel que Re λ = 0, alors λ est semi simple.Pour rappel, une valeur propre λ est semi simple si sa multipli
ité algébrique (mul-tipli
ité de λ 
omme ra
ine du polyn�me 
ara
téristique) est égale à sa multipli
itégéométrique (dimension du sous espa
e propre asso
ié à λ).Dé�nition 1.3.5.

A ∈ R
n×n est asymptotiquement stable (ou Hurwitz) si

σ(A) ⊂ {λ ∈ C : Re λ < 0}.Proposition 1.3.1.Considérons le système dynamique (1.1) où A ∈ R
n×n est essentiellement non-négative.Les deux 
onditions suivantes sont équivalentes :� A est asymptotiquement stable� Il existe des ve
teurs p, r ∈ R

n tels que p >> 0 et r >> 0 et tels que
0 = AT p+ r.Preuve. Dans un premier temps, supposons qu'il existe p >> 0 et r >> 0 tels que

AT p+ r est nul.Montrons que xe = 0 est un équilibre asymptotiquement stable de (1.1). Pour 
ela,appliquons le théorème de Lyapunov ave
 V (x) = pTx, pour tout x ∈ R̄
n
+.On a bien

• V (0) = 0
• V (x) = pTx > 0, pour tout x 6= 0
• V̇ (x) = pTAx = −rTx < 0, pour tout x 6= 0.L'équilibre xe = 0 étant asymptotiquement stable, on en déduit que les valeurspropres des A sont à partie réelle négative et don
 que la matri
e A est bien asymp-totiquement stable.A présent, supposons que A est asymptotiquement stable.Comme A est essentiellement non-négative, il existe α > 0 et B >> 0 tels que

A = B − αI.Comme A est asymptotiquement stable, A est non singulière.De plus, ρ(B) − α ∈ σ(A) où ρ(B) est le rayon spe
tral de B. On en déduit que
α > ρ(B) 
'est-à-dire ρ(B/α) < 1 et don
 la matri
e 1

α
B − I est inversible. Dès lors,

12



on peut exprimer l'inverse de la matri
e A :
A−1 =

1

α
(
1

α
B − I)−1

= − 1

α
(I − 1

α
B)−1

= − 1

α

∞∑

k=0

(
1

α
B)k 66 0Pour tout r ∈ R

n
+, il existe p = −A−T r >> 0 tel que AT p+ r = 0.Par l'absurde, supposons qu'il existe x ∈ R̄

n
+ tel que x 6= 0 et xT p = 0. En d'autrestermes, il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que pi = 0.Par dé�nition de p, on a

−xTA−T r = 0Comme −A−T >> 0 et r >> 0, −A−1x = 0 et don
 x = 0 
e qui 
ontredit noshypothèses sur x.On en déduit que p >> 0.Proposition 1.3.2.Soit A ∈ Rn×n essentiellement non-négative et asymptotiquement stable. Alors ilexiste une matri
e inversible S ∈ R
n×n ainsi qu'une matri
e Â ∈ R

n×n telle que
Â = SAS−1, Â(i,j) > 0, pour tout i 6= j et telle que pour tout j ∈ {1, . . . , n},
∑n

k=1 Â(k, j) 6 0.Preuve. Comme A est asymptotiquement stable, on en déduit par la proposition
1.3.1. qu'il existe p, r ∈ R

n
+ tels que AT p+ r = 0, 
'est- à-dire AT p = −r << 0.Posons S = diag[p1, . . . , pn] où pi représente la ième 
omposante de p.Analysons la 
omposante i, j de la matri
e Â, pour i 6= j :

Â(i,j) =
∑

k

∑

l

S(i,k)A(k,l)S
−1
(l,j)

= piA(i,j)p
−1
j

> 0 
ar A est essentiellement non-négative et p ∈ R
n
+.De plus, en transposant la relation Â = SAS−1, on peut exprimer ÂT de la façonsuivante :

ÂT = S−TATST = S−1ATS.Don
,
SÂT e = ATSe = AT p << 0.Or, S >> 0 est diagonale, d'où ÂT e << 0.En prenant la jème 
omposante de ÂT e, on a don
 bien que pour tout j ∈ {1, . . . , n},

n∑

k=1

Â(k,j) 6 0, 
'est-à-dire que Â est 
ompartimentale.
13



En�n, les lemmes suivants nous serviront à établir une relation permettant de
onstruire un 
ontr�le non-négatif dans la Se
tion 2.2.Lemme 1.3.1.Soit A ∈ R
n×n, une matri
e essentiellement non-négative. Alors A est asymptotique-ment stable si et seulement s'il existe un ve
teur p ∈ R

n tel que p >> 0 et AT p << 0.Lemme 1.3.2.Soit A ∈ R
n×n, une matri
e essentiellement non-négative. Supposons que Ae << 0et ATe << 0. Alors A+AT < 0.Théorème 1.3.2.Considérons le système dynamique (1.1) où A ∈ R

n×n est essentiellement non-négative. Si A est asymptotiquement stable alors il existe une matri
e diagonale po-sitive P ∈ R
n×n et une matri
e dé�nie positive R ∈ R

n×n telles que
0 = ATP + PA+R (1.6)Preuve. Supposons que A est essentiellement non-négative et asymptotiquementstable. Par le lemme 1.3.1., il existe l ∈ R

n, l >> 0 tel que AT l << 0.En posant L = diag[l1, . . . , ln], où li est la ième 
omposante de l, on a
ATLe << 0.La matri
e LA est essentiellement non-négative et asymptotiquement stable (
ar Ldiagonale positive et A essentiellement non-négative et asymptotiquement stable).Ce
i implique que la matri
e ATL est également essentiellement non-négative etasymptotiquement stable 
ar (LA)T = ATLT = ATL.On peut appliquer le lemme 1.3.1. à 
ette matri
e. On en déduit l'existen
e d'unve
teur m ∈ R

n, m >> 0 tel que (ATL)Tm = LAm << 0.En posant M = diag[m1, . . . ,mn], où mi est la ième 
omposante de m, on a
LAMe << 0.De plus, 
omme ATLe << 0 et que mi > 0, on a que
MATLe << 0.On peut à présent appliquer le lemme 1.3.2. à LAM . En e�et, on a bien que

LAMe << 0 et que (LAM)T e = MATLe << 0. On a don
 la relation suivante :
MATL+ LAM < 0En multipliant à droite et à gau
he 
ette relation par M−1, on a

ATLM−1 +M−1LA < 0En�n, posons P = LM−1 et R = −(ATP + PA).Ces matri
es 
onviennent. En e�et, la relation (1.6) est bien véri�ée, P est diagonalepositive 
ar les matri
es L et M le sont et R est bien dé�nie positive.14



1.4 Solutions monotones et non os
illatoiresDans 
ette se
onde partie théorique, nous allons développer des 
onditions né
es-saires et su�santes pour la monotonie des solutions d'un système dynamique linéairenon-négatif de la forme
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0, t > 0, (1.7)où x(t) ∈ R

n, u(t) ∈ R
m, A ∈ R

n×n et B ∈ R
n×m.Dans un premier temps, nous allons dé�nir 
e qu'est un système dynamique linéairenon-négatif ainsi que la monotonie et la monotonie partielle d'un tel système.Dé�nition 1.4.1.Le système dynamique linéaire (1.7) est non-négatif si pour toute 
ondition initiale

x(0) ∈ R̄
n
+ et pour tout u(t) >> 0, t > 0, la solution x(t) est non-négative pour tout

t > 0.Dé�nition 1.4.2.Considérons le système dynamique linéaire non-négatif (1.7) où- x0 ∈ X0 ⊂ R̄
n
+, X0 étant un ensemble de 
onditions initiales dans R̄n

+- A est essentiellement non-négative- B non-négative- u(t), est non-négatif pour tout t > 0.Soient n̂ 6 n, {k1, k2, . . . , kn̂} ⊆ {1, 2, . . . , n} et x̂ = [xk1 , . . . , xkn̂ ]
T .Autrement dit, le ve
teur x̂ est don
 
omposé des éléments de x indi
és par les entiers

k1, k2, . . . , kn̂.Le système dynamique linéaire non-négatif (1.7) est partiellement monotone parrapport à x̂ s'il existe une matri
e Q de dimension n× n telle que
Q = diag[q1, . . . , qn],où

qi = 0 pour i /∈ {k1, . . . , kn̂}
±1 pour i ∈ {k1, . . . , kn̂}De plus, Q est telle que pour toute 
ondition initiale x0 dans X0,

Qx(t2) 66 Qx(t1) ave
 0 6 t1 6 t2, x(t) étant la solution de (1.7) pour tout t > 0.Le système dynamique linéaire non-négatif (1.7) estmonotone s'il existe une matri
e
Q de dimension n× n tel que

Q = diag[q1, . . . , qn]ave
 qi = ±1, pour tout i ∈ {1, . . . , n}.De plus, Q est telle que pour toute 
ondition initiale x0 dans X0, Qx(t2) 66 Qx(t1)pour tous 0 6 t1 6 t2. 15



La notion de monotonie partielle est très utile en pharma
o
inétique. Selon [5℄,la pharma
o
inétique permet d'évaluer la 
on
entration en médi
aments au 
ours dutemps ainsi que ses e�ets sur le 
orps humain dans le but de déterminer un dosageapproprié. Il existe di�érentes façons de représenter la pharma
o
inétique d'un mé-di
ament. La plus utilisée 
onsiste à diviser le 
orps en une série de 
ompartiments(ensemble homogène de molé
ules sur le plan 
inétique, [27℄) et à déterminer lesé
hanges entre 
es 
ompartiments.La monotonie partielle permet un 
omportement os
illatoire dans 
ertains 
omparti-ments tout en garantissant la non-os
illation dans les autres 
ompartiments.Notons également que la monotonie partielle implique la monotonie. De plus,pour qu'un système soit partiellement monotone ou monotone, il faut qu'il soit non-négatif. Nous allons don
 développer une 
ondition équivalente à la non-négativitéqui sera plus fa
ile à exploiter.Proposition 1.4.1.Le système dynamique linéaire (1.7) est non-négatif si et seulement si A ∈ R
n×n estessentiellement non-négative et B ∈ R

n×m est non-négative.Preuve. Dans un premier temps, supposons que A est essentiellement non-négativeet que B est non-négative et montrons que le système est non-négatif, 
'est-à-dire
x(t) est non-négatif pour tout t > 0, x(t) étant la solution de (1.7).Essayons d'abord de trouver une expression analytique de x(t). Pour 
ela, nous de-vons résoudre l'équation di�érentielle suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (1.8)Il s'agit d'une équation di�érentielle ordinaire non homogène. Nous allons don
 ré-soudre d'abord l'équation homogène et ensuite utiliser la méthode de variation des
onstantes.L'équation homogène est la suivante : ẋ(t) = Ax(t).La solution de 
ette équation est
x(t) = eAtx0.Appliquons à présent la variation de la 
onstante :Posons x(t) = eAtv(t) et inje
tons 
ette expression dans (1.8) :

AeAtv(t) + eAtv̇(t) = AeAtv(t) +Bu(t)En simpli�ant, nous avons
v̇(t) = e−AtBu(t).Intégrons 
ette expression de 0 à t :

v(t)− v(0) =

∫ t

0
e−AsBu(s) dsNous savons que x(0) = v(0) = x0, nous pouvons don
 exprimer v(t) de la façonsuivante :

v(t) = x0 +

∫ t

0
e−AsBu(s) ds16



En inje
tant 
e résultat dans l'expression de x(t), nous pouvons 
on
lure que
x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−s)Bu(s) ds.Par hypothèse, A est essentiellement non-négative 
e qui implique que eAt >> 0,pour tout t > 0 (proposition 1.2.1.). Comme B >> 0 par hypothèse, nous pouvonsdon
 
on
lure que x(t) >> 0 pour tout t > 0, pour toute 
ondition initiale dans R̄n

+et pour tout u(t) >> 0.Supposons à présent que le système est non-négatif. On peut utiliser l'expressionde x(t) en parti
ulier pour x0 = 0 et u(t) = δ(t − t̂)û, où û >> 0 et t > 0. Dans 
e
as, on a
x(t̂) =

∫ t̂

0
eA(t̂−s)Bδ(s− t̂)ûds

= Bû.Comme le système est non-négatif, on a que Bû >> 0, pour tout û ∈ R̄
m
+ et don
 Best non-négative.En�n, pour montrer que A est essentiellement non-négative, on prend une 
onditioninitiale dans R̄n

+ et on 
hoisit u(t) = 0, pour tout t > 0.Dans 
e 
as,
x(t) = eAtx0.Par hypothèse, on sait que le système est non-négatif et don
 que x(t) >> 0, pourtout t > 0. On en déduit que eAt >> 0, pour tout t > 0 et on peut 
on
lure par laproposition 1.2.1. que A est essentiellement non-négative.Nous allons à présent dé
rire une 
ondition su�sante pour la monotonie d'unsystème dynamique linéaire non-négatif.Théorème 1.4.1.Considérons le système dynamique linéaire non-négatif (1.7) où x0 ∈ R̄

n
+, A ∈ R

n×nest essentiellement non-négative, B ∈ R
n×m est non-négative et u(t) est non-négatif,pour tout t > 0.Soient n̂ 6 n, {k1, k2, . . . , kn̂} ⊆ {1, 2, . . . , n} et x̂ = [xk1 , . . . , xkn̂ ]

T .Supposons qu'il existe une matri
e Q ∈ R
n×n telle que

Q = diag[q1, . . . , qn],où
qi = 0 pour i /∈ {k1, . . . , kn̂}

±1 pour i ∈ {k1, . . . , kn̂}et telle que QA 66 0 et QB 66 0.Alors le système dynamique linéaire non-négatif (1.7) est partiellement monotone parrapport à x̂. 17



Preuve. On a ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), pour tout t > 0.En prémultipliant par la matri
e Q, on a don

Qẋ(t) = QAx(t) +QBu(t).En intégrant de t1 à t2, on obtient le résultat suivant :

Qx(t2)−Qx(t1) =

∫ t2

t1

[QAx(t) +QBu(t)] dtPar hypothèse, A est essentiellement non-négative, B est non-négative et u(t) estnon-négatif, on peut don
 déduire par la proposition 1.4.1. que x(t) >> 0, pour tout
t > 0 et pour toute 
ondition initiale dans R̄n

+.Par hypothèse, on a également que QA 66 0 et QB 66 0 et don
 QAx(t) 66 0 et
QBu(t) 66 0, pour tout t > 0.On en déduit que

Qx(t2)−Qx(t1) =

∫ t2

t1

[QAx(t) +QBu(t)]
︸ ︷︷ ︸

660

dt 66 0On peut don
 
on
lure que, pour toute 
ondition initiale dans R̄n
+,

Qx(t2) 66 Qx(t1), pour tous 0 6 t1 6 t2.Le système est don
 partiellement monotone.Nous pouvons également énon
er et démontrer une 
ondition né
essaire et su�-sante pour la monotonie dans le 
as où u(t) ≡ 0.Théorème 1.4.2.Considérons le système dynamique linéaire non-négatif (1.7) où x0 ∈ R̄
n
+ et A ∈ R

n×nest essentiellement non-négative.Soient n̂ 6 n, {k1, k2, . . . , kn̂} ⊆ {1, 2, . . . , n}, x̂ = [xk1 , . . . , xkn̂ ]
T .Le système dynamique linéaire (1.7) est partiellement monotone par rapport à x̂ si etseulement s'il existe une matri
e Q ∈ R

n×n telle que
Q = diag[q1, . . . , qn],où

qi = 0 pour i /∈ {k1, . . . , kn̂}
±1 pour i ∈ {k1, . . . , kn̂}et telle que QA 66 0.Preuve. Pour la 
ondition su�sante, il su�t d'appliquer le Théorème 1.4.1. ave


u(t) ≡ 0.Pour démontrer la 
ondition né
essaire, supposons que le système est partiellementmonotone et montrons que QA 66 0.Pour montrer 
ela, nous allons utiliser la théorie des semi-groupes pré
édemmentutilisée dans la proposition 1.2.1. 18



En développant la 
omposante i, j de la matri
e QA, nous avons
(QA)(i,j) = eTi (QA)ej

= eTi Q lim
t→0+

eAtej − ej
t

= lim
t→0+

eTi QeAtej − eTi Qej
tPosons v(t) = eAtej , il s'agit d'une solution du système pour la 
ondition initiale

x0 = ej ∈ R̄
n
+.En utilisant 
ette notation, nous avons

(QA)(i,j) = lim
t→0+

eTi Qv(t)− eTi Qv(0)

tNous savons, par hypothèse, que Qx(t2) 66 Qx(t1) pour tous 0 6 t1 6 t2 et que
x(t) est solution du système. Comme v(t) est solution, en prenant t1 = 0 et t2 = t,nous avons que Qv(t) 66 Qv(0) et don
 (QA)(i,j) 6 0 et 
e pour tous indi
es i et j.La matri
e QA est don
 bien non-négative.En�n, nous pouvons présenter une autre 
ondition su�sante pour la monotonie.Théorème 1.4.3.Considérons le système dynamique linéaire non-négatif (1.7) où A est essentiellementnon-négative et x0 ∈ X0 = {x0 ∈ R

n|SAx0 66 0}, S étant une matri
e n× n inver-sible.Si SAS−1 est essentiellement non-négative, alors pour toute 
ondition initiale dans
X0, Sẋ(t) = SAx(t) 66 0, pour tout t > 0 et Sx(t2) 66 Sx(t1), pour tous
0 6 t1 6 t2.Preuve. Soit y(t) = −SAx(t).Comme x0 ∈ X0, SAx0 66 0 et don
 y(0) = −SAx0 ∈ R̄

n
+.De plus, ẏ(t) = −SAẋ(t)

= −SA2x(t) par dé�nition de ẋ(t)
= SAS−1y(t) 
ar Ax(t) = −S−1y(t)Comme y(0) ∈ R̄

n
+ et que SAS−1 est essentiellement non-négative par hypothèse, onen déduit que y(t) ∈ R̄

n
+, pour tout t > 0 par la proposition 1.2.1.Or y(t) = −SAx(t), on en 
on
lut don
 que

SAx(t) 66 0,pour tout t > 0.
19



1.5 Exemple : les modèles mamillairesPour illustrer 
es di�érents 
on
epts, nous allons nous intéresser aux modèles à
ompartiments et plus parti
ulièrement aux modèles mamillaires. D'après [27℄, unsystème est dit mamillaire s'il est 
omposé d'un 
ompartiment 
entral ainsi que dedi�érents 
ompartiments périphériques indépendants entre eux et en intera
tion ave
le 
ompartiment 
entral. Nous expliquerons plus en détails 
e type de modèle dansle Chapitre 3 traitant de l'anesthésie générale.Dans un premier temps, nous allons analyser les modèles mamillaires à trois 
om-partiments et montrer que la 
on
entration du 
ompartiment 
entral est monotoneen utilisant le Théorème 1.4.3. Ensuite, nous 
onsidérerons une forme générale dessystèmes mamillaires et montrerons que la 
on
entration du 
ompartiment 
entraldé
roît de façon monotone.Un modèle mamillaire à 3 
ompartiments peut être représenté de la façon suivante :
k12x2

k21x1

x2

k31x1

k13x3

x1 x3

k11x1Une �è
he allant d'un 
ompartiment à un autre représente la quantité é
hangée entre
es deux 
ompartiments pendant un intervalle de temps dt. La quantité sortant d'un
ompartiment est proportionnelle à la quantité présente dans le 
ompartiment àl'instant t et à l'intervalle de temps dt. On appellera 
oe�
ient de transfert 
e
oe�
ient de proportionnalité. Le 
oe�
ient de transfert du 
ompartiment i vers le
ompartiment j sera noté kji.Ce modèle peut être traduit sous forme du système d'équations di�érentielles sui-vant :






ẋ1(t) = −(k11 + k21 + k31)x1(t) + k12x2(t) + k13x3(t)
ẋ2(t) = k21x1(t)− k12x2(t)
ẋ3(t) = k31x1(t)− k13x3(t)où xi(t) représente la 
on
entration dans le 
ompartiment i à l'instant t et où les
oe�
ients k11, k21, k31, k12, k13 > 0 sont les di�érents 
oe�
ients de transfert.Ce système peut s'é
rire sous la forme matri
ielle ẋ(t) = Ax(t) ave


A =





−(k11 + k21 + k31) k12 k13
k21 −k12 0
k31 0 −k13




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Nous allons prendre x0 = [1 0 0]T 
omme 
ondition initiale. Cet état 
orrespondà une 
on
entration nulle dans tous les 
ompartiments ex
epté dans le 
ompartiment
entral. C'est le 
as par exemple, lorsqu'on introduit une substan
e dans l'organismepar inje
tion intraveineuse.Pour montrer que la 
on
entration du 
ompartiment 
entral est monotone, on vautiliser le Théorème 1.4.3. ave

S =









1 0 0
k21

k12k11

k11 + k21
k12k11

k21
k12k11

k31
k13k11

k11 + k31
k13k11

k31
k13k11







Par dé�nition, X0 = {x0 ∈ R

n|SAx0 66 0}. La 
ondition initiale appartient bien à
et ensemble. En e�et,
SAx0 = S





−(k11 + k21 + k31)
k21
k31





=










−(k11 + k21 + k31)

−k21(k11 + k21 + k31) + k21(k11 + k21) + k21k31
k12k11

−k31(k11 + k21 + k31) + k21k31 + k31(k11 + k31)

k13k11










=





−(k11 + k21 + k31)
0
0





66 0De plus, SAS−1 est essentiellement non-négative si
k12(k11 + k31)− k13k31 6 0

k13(k11 + k21)− k12k21 6 0On en déduit don
, par le Théorème 1.4.3., que
Sx(t2) 66 Sx(t1),pour tous 0 6 t1 6 t2.En parti
ulier, si on prend la première 
omposante de Sx, on a
x1(t2) 66 x1(t1),pour tous 0 6 t1 6 t2. Ce qui prouve que la 
on
entration du 
ompartiment 
entraldé
roît au �l du temps. 21



Considérons à présent un 
as général où on dispose de n 
ompartiments. Le 
ompar-timent 1 représente toujours le 
ompartiment 
entral. Le système mamillaire généralest donné par
ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, t > 0, (1.9)où la matri
e A est de la forme suivante

A =











−
n∑

j=1

kj1 k12 · · · k1n

k21 −k12 0... ... ...
kn1 0 −k1n











(1.10)Dans le théorème 
i-dessous, on démontre que si on a une 
on
entration initialenon nulle uniquement dans le premier 
ompartiment, alors la 
on
entration dans 
e
ompartiment va dé
roître de façon monotone au 
ours du temps.Théorème 1.5.1.Considérons le système mamillaire général (1.9) où A est donnée par (1.10) et x0 = e1où e1 = [1, 0, . . . , 0]T .Alors,1. DAD−1 est symétrique ave
 D = diag[1, d2, . . . , dn] où, pour tout j ∈ {A, . . . , n},
dj =

√
k1j
kj1

.2. Si λ ∈ σ(A), alors λ ∈ R et λ 6 0.3. Le système est partiellement monotone par rapport à x1.Preuve. 1. Développons le produit matri
iel suivant :
DAD−1 =








1
d2 . . .

dn















−∑ kj1 k12 · · · k1n
k21 −k12 0... ... ...
kn1 0 −k1n















1
1/d2 . . .

1/dn








=








−∑ kj1 k12 · · · k1n
d2k21 −d2k12 0... ... ...
dnkn1 0 −dnk1n















1
1/d2 . . .

1/dn








=








−∑ kj1
1
d2
k12 · · · 1

dn
k1n

d2k21 −k12 0... ... ...
dnkn1 0 −k1n








=








−∑ kj1
√
k21k12 · · ·

√
kn1k1n√

k21k12 −k12 0... ... ...√
kn1k1n 0 −k1n






Cette matri
e est bien symétrique. 22



2. Soit λ ∈ σ(A). Comme DAD−1 est symétrique et que A est semblable à
DAD−1, les valeurs propres de A sont réelles.De plus, A est 
ompartimentale par hypothèse, elle est don
 essentiellementnon-négative.On peut appliquer le Théorème 1.3.1. ave


V (x) = eTx =

n∑

i=1

xiet xe = 0.En e�et, V (0) = 0,
V (x) > 0 (par la proposition 1.2.1.) et
V̇ (x) = eTAx = −

n∑

i=1

aiixi 6 0.On a don
 que xe = 0 est stable au sens de Lyapunov. Cela implique que A eststable au sens de Lyapunov et par dé�nition, λ 6 0.3. Comme DAD−1 est symétrique, on sait par la dé
omposition de S
hur qu'ilexiste une matri
e S ∈ R
n×n unitaire, 
'est-à-dire SST = In, telle que

DAD−1 = STΛSoù Λ = diag[λ1, . . . , λn] ave
 λi ∈ σ(DAD−1) = σ(A), pour tout i ∈ {1, . . . , n}.Posons y(t) = Dx(t), pour tout t > 0.On a don

ẏ(t) = DAD−1y(t) = STΛSy(t),pour tout t > 0.En résolvant 
ette équation, on trouve

y(t) = ST eΛtSy(0),pour tout t > 0.On peut à présent exprimer x1 de la façon suivante :
x1(t) = y1(t)

= eT1 y(t)

= eT1 S
T eΛtSy(0)

= eT1 S
T eΛtSe1 
ar y(0) = Dx0 = De1 = e1

= zT eΛtz ave
 z = Se1

=

n∑

j=1

eλjtz2j , pour tout t > 0En dérivant par rapport au temps, on a don

ẋ1(t) =

n∑

j=1

λj
︸︷︷︸

60 par 2)

eλjtz2j

6 0On en 
on
lut que le système est partiellement monotone par rapport à x1.
23



Chapitre 2Contr�le des systèmes non-négatifspar feedba
kConsidérons le système dynamique linéaire donné par
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0, t > 0 (2.1)
y(t) = Cx(t) (2.2)où, x(t) ∈ R

n, t > 0, est le ve
teur d'état,
u(t) ∈ R

m, t > 0, est le 
ontr�le,
y(t) ∈ R

m, t > 0, est la sortie,
A ∈ R

n×n est essentiellement non-négative,
B ∈ R

n×m est de la forme suivante :
B =

(
BS

0(n−m)×m

) ave
 BS ∈ R
m×m inversible,

C =
(
CS 0m×(n−m)

) ave
 Cs = diag[c1, . . . , cm],
(A,B) est stabilisable.On va restreindre le 
ontr�le aux 
ontr�les de la forme

u(t) = B−1
S Ky(t)ave
 K = diag[k1, . . . , km].En utilisant l'expression de 
e 
ontr�le, on a

ẋ(t) = Ax(t) +BB−1
S K y(t)

︸︷︷︸

=Cx(t)

= (A+BB−1
S KC)x(t)

= Ãx(t)Le système en bou
le fermée est don
 de la forme
ẋ(t) = Ãx(t), x(0) = x0, t > 024



La matri
e Ã est essentiellement non-négative. En e�et, A est essentiellement non-négative et nous pouvons montrer que BB−1
S KC est également essentiellement non-négative :

BB−1
S KC =

(
BS

0

)

B−1
S diag[k1, . . . , km]

( diag[c1, . . . , cm] 0
)

=

(
I
0

) diag[k1, . . . , km]
( diag[c1, . . . , cm] 0

)

=

( diag[k1, . . . , km]
0

)
( diag[c1, . . . , cm] 0

)

=

( diag[c1k1, . . . , cmkm] 0
0 0

)Cette matri
e est bien essentiellement non-négative.On est don
 assuré que, pour tout t > 0, la traje
toire x(t) reste dans l'orthantnon-négatif quelque soit la 
ondition initiale x0 ∈ R̄
n
+ (proposition 1.2.1.).2.1 Commande optimaleNous présenterons dans 
ette se
tion un résultat tiré du livre de Haddad et al.(voir [10℄). Le but du développement est de déterminer la matri
e de gain K ∈ R

m×mtel que le 
ontr�le u(t) = B−1
S Ky(t) stabilise le système (2.1) et minimise la fon
tionde performan
e suivante :

J(x0, u) =

∫
∞

0

[
x(t)TR1x(t) + u(t)TR2u(t)

]où x0 ∈ R̄
n
+,

R1 ∈ R
n×n et R2 ∈ R

m×m sont des matri
es de poids telles que R1 > 0 et R2 > 0.A�n d'éliminer la dépendan
e par rapport à la 
ondition initiale, on peut e�e
tuerune moyennisation de la fon
tion de performan
e sur un ensemble linéairement indé-pendant de 
onditions initiales. Dans 
e 
as, on peut alors é
rire
J(K) = trPVoù V = E[x0, x

T
0 ] (E désignant l'espéran
e)et P > 0 est la solution de l'équation de Lyapunov

0 = ÃTP + PÃ+ R̃où
R̃ = R1 + CTKTB−T

S R2B
−1
S KCOn peut dès lors trouver les 
onditions d'optimalité en formant le Lagrangien :

L(P,Q,K) = tr{PV +Q
[

ÃTP + PÃ+ R̃
]}où Q ∈ R

n×n est un multipli
ateur de Lagrange.
25



En représentant la matri
e de gain K sous la forme
K =

m∑

i=1

kiE(i,i)où E(i,i) est une matri
e nulle ave
 1 en position (i, i), les dérivées partielles du La-grangien s'expriment de la façon suivante :
∂L
∂P

= V +QÃT + ÃQ

∂L
∂Q

= ÃTP + PÃ+ R̃

1

2

∂L
∂ki

= trCQPBB−1
S E(i,i) +

m∑

j=1

kjtrCQCTET
(i,i)B

−T
S R2B

−1
S E(j,j) i = 1, . . . ,mOn peut alors trouver la matri
e de gain K en égalant les dérivées partielles à 0et en résolvant le système ainsi formé.2.2 Feedba
k non-négatifDans 
ette partie, nous allons développer une loi de 
ontr�le pour les systèmesnon-négatifs de telle manière à 
e que le 
ontr�le u(t) soit lui-même non-négatif.Supposons qu'il existe xe ∈ R

n
+ et ve ∈ R̄

m
+ tels que

0 = Axe +Bve (2.3)Supposons que A est asymptotiquement stable. Sans perdre de généralité, on peut
onsidérer que A est une matri
e 
ompartimentale asymptotiquement stable. En ef-fet, si elle ne l'est pas, on peut e�e
tuer un 
hangement de variable par la proposition
1.3.2. de manière à 
e qu'elle le devienne.On veut garantir la 
onvergen
e des traje
toires vers un équilibre xe ∈ R

n
+, 
'est-à-dire lim

t→0
x(t) = xe >> 0, tout en garantissant également une entrée de 
ommandenon-négative.On supposera que le 
ontr�le n'est e�e
tué que sur m 
ompartiments séparés et don


BS = diag[b1, . . . , bm] où bi > 0, pour tout i ∈ {1, . . . , n}.Théorème 2.2.1.Considérons le système dynamique linéaire (2.1) et (2.2)où, A ∈ R
n×n est une matri
e 
ompartimentale asymptotiquement stable,

B ∈ R
n×m est de la forme suivante :

B =

(
BS

0(n−m)×m

)ave
 BS = diag[b1, . . . , bm] et pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, bi > 0,
C =

(
CS 0m×(n−m)

)ave
 Cs = diag[c1, . . . , cm] et pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, ci > 0.26



Supposons que, pour un point d'équilibre souhaité xe ∈ R
n
+, il existe ve ∈ R̄

m
+ tel que

(2.3) soit véri�é.Alors le feedba
k
ui(t) = max{0, ûi(t)}, i = 1, . . . ,moù

ûi(t) = k̂ici(xi(t)− xei) + vei, k̂i 6 0, i = 1, . . . ,mgarantit que l'équilibre x(t) = xe du système en bou
le fermée est asymptotiquementstable pour toute 
ondition initiale x0 ∈ R̄
n
+.De plus, pour tout t > 0, u(t) >> 0 et x(t) >> 0 quel que soit x0 ∈ R̄

n
+.Preuve. Comme A est 
ompartimentale (et don
 essentiellement non-négative), leThéorème 1.3.2. nous 
on�rme l'existen
e d'une matri
e diagonale positive

P = diag[p1, . . . , pn] ∈ R
n×n et d'une matri
e dé�nie positive R ∈ R

n×n telles que
0 = ATP + PA+R (2.4)On va utiliser le Théorème 1.3.1. pour montrer que xe est asymptotiquement stable.Considérons la fon
tion de Lyapunov suivante :

V (x) = (x− xe)
TP (x− xe)On a bien que V (xe) = 0 et que V (x) > 0, pour tout x(t) ∈ R̄

n
+ 
ar P est diagonalepositive et don
 dé�nie positive. Il reste don
 à montrer que V̇ (x) 6 0, pour tout

x(t) ∈ R̄
n
+.Cal
ulons la dérivée de 
ette fon
tion le long des traje
toires :

V̇ (x(t)) = 2(x(t)− xe)
TPẋ(t)

= 2(x(t) − xe)
TP (Ax(t) +Bu(t))

= 2(x(t) − xe)
TP (A(x(t)− xe) +B(u(t)− ve)) par (2.3)

= −(x(t)− xe)
TR(x(t)− xe) + 2(x(t)− xe)

TPB(u(t)− ve) par (2.4)
= −(x(t)− xe)

TR(x(t)− xe) + 2

m∑

i=1

pibi(xi(t)− xei)(ui(t)− vei)
︸ ︷︷ ︸

(∗)Notons
Ix0

= {t ∈ [0,∞) : ûi(t) < 0}.On va à présent séparer notre étude en deux 
as :Cas 1 : ûi(t) < 0, pour tout t ∈ Ix0
, i = 1, . . . ,mComme ûi(t) < 0 et k̂i 6 0, on a que xi(t)− xei > 0.De plus,

ui(t) = max{0, ûi(t)} = 0.
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On a don

(∗) = − pi

︸︷︷︸

>0

bi
︸︷︷︸

>0

vei
︸︷︷︸

>0

(xi(t)− xei)
︸ ︷︷ ︸

>0

6 0Cas 2 : ûi(t) > 0, pour tout t ∈ [0,∞) \ Ix0
, i = 1, . . . ,mDans 
e 
as,

ui(t) = max{0, ûi(t)} = ûi(t)

(∗) = pibi(xi(t)− xei)(ûi(t)− vei)

= pibi(xi(t)− xei)(k̂ici(xi(t)− xei) + vei − vei)

= pibi k̂i
︸︷︷︸

60

ci(xi(t)− xei)
2 6 0Dans les deux 
as, on a don


V̇ (x(t)) 6 −(x(t)− xe)
TR(x(t)− xe) < 0, x(t) 6= xe, t > 0
ar R est dé�nie positive.Cela montre que l'équilibre x(t) = xe du système en bou
le fermée est asympto-tiquement stable pour toute 
ondition initiale x0 ∈ R̄

n
+.En�n, u(t) >> 0 par dé�nition. De plus, 
omme Bu(t) >> 0, on en déduit parla proposition 1.4.1. que le système est non-négatif, 
'est-à-dire, x(t) >> 0, pourtout t > 0 et pour toute 
ondition initiale x0 ∈ R̄

n
+.Remarquons que l'on peut 
hoisir n'importe quelle valeur de k̂i pour autant que

k̂i 6 0. Cependant, a�n d'améliorer les performan
es du système, on peut 
onsidérerla fon
tion de 
oût
J(x0, u) =

∫
∞

0
[(x(t)− xe)

TR1(x(t)− xe) + (u(t)− ve)
TR2(u(t)− ve)] dtet résoudre les 
onditions né
essaires d'optimalité présentées à la Se
tion 2.1 ave


V = E[(x0 − xe), (x0 − xe)
T ] et BS = Im.On 
hoisit alors k̂i = min{0, ki}, i = 1, . . . ,m.
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Chapitre 3Appli
ation : l'anesthésie généraleNous allons maintenant analyser une situation 
on
rète : l'anesthésie générale.Nous nous intéresserons plus parti
ulièrement à l'inje
tion de propofol dans l'orga-nisme.Sur base des di�érents éléments théoriques développés dans les 
hapitres antérieurs,nous tenterons de 
onstruire un 
ontr�le permettant de stabiliser la profondeur del'anesthésie à un niveau désiré. La modélisation et les paramètres utilisés dans 
e 
ha-pitre sont prin
ipalement tirés du livre Nonnegative and Compartmental Dynami
alSystems de Haddad et al. [10℄.3.1 Mise en pla
e du modèleAvant de détailler le modèle que nous utiliserons, essayons d'en savoir un peuplus sur l'anesthésie et le propofol. Selon [18℄, l'anesthésie a pour but de supprimerla sensibilité et peut être 
onsidérée 
omme un état de 
oma 
ontr�lé et réversible.L'anesthésie générale asso
ie trois e�ets : l'analgésie (suppression de la sensibilité),la perte de 
ons
ien
e et le relâ
hement mus
ulaire.Depuis l'antiquité, les hommes ont tenté de trouver des remèdes pour 
almer lessou�ran
es des patients. Les premières drogues utilisées furent la mandragore et le
hanvre indien. En 1800, Sir Humphrey Davy dé
ouvre le protoxyde d'azote plus
ouramment appelé gaz hilarant. L'e�
a
ité de 
ette substan
e n'étant pas garantiepour les interventions de longues durées, les re
her
hes se poursuivirent. Les pro-priétés anesthésiantes de l'éther furent dé
ouvertes en 1818 par Faraday et 
elles du
hloroforme en 1847 par le do
teur Simpson.Le propofol, quant à lui, fut dé
ouvert début des années 70. Le propofol, égalementappelé diprivian, est un agent anesthésique intraveineux d'a
tion rapide employé pourle maintien et l'indu
tion de l'anesthésie. Il est utilisé pour les anesthésies généralesde 
ourtes ou de longues durées. Selon [8℄, 
et agent anesthésique est devenu popu-laire par sa 
apa
ité à réduire les e�ets se
ondaires de l'anesthésie 
omme les nauséeset à permettre ainsi aux patients une ré
upération plus rapide.3.1.1 Modèle mamillaireL'organisme peut être modélisé par un système à trois 
ompartiments (voir [24℄)
omme 
eux développés dans la Se
tion 1.5, le 
ompartiment 
entral représentant29



le système sanguin et les organes ri
hement vas
ularisés et les deux 
ompartimentspériphériques englobant di�érents groupes de tissus. L'un 
ontient des tissus s'équili-brant plus rapidement ave
 le 
ompartiment 
entral (tissus digestifs et mus
ulaires)et l'autre les tissus à équilibration lente (tissus adipeux).Lors de son introdu
tion dans l'organisme, le propofol provoque une perte de
ons
ien
e rapide (après 20 à 40 se
ondes) et sa 
on
entration évolue suivant deuxpro
essus : la distribution et l'élimination (par voie rénale). Il va don
 y avoir untransfert du 
ompartiment 
entral vers les di�érents 
ompartiments périphériques.Par 
ette redistribution 
ontinue, la 
on
entration dans le 
ompartiment 
entral di-minue assez vite. Cela implique que, malgré une demi-vie d'élimination relativementlongue, le rétablissement se fait rapidement. Pour maintenir l'anesthésie, il faut don
inje
ter la substan
e 
ontinuellement. Il se produit également un transfert dans lesens inverse par di�usion passive et une élimination à partir du 
ompartiment 
entral.Le modèle peut être représenté par le s
héma suivant :
a12x2

a21x1

x2

a31x1

a13x3

x1 x3

a11x1

u(t)

Ce modèle peut être traduit en terme de système d'équations di�érentielles de lafaçon suivante :






ẋ1(t) = −(a11 + a21 + a31)x1(t) + a12x2(t) + a13x3(t) + u(t)
ẋ2(t) = a21x1(t)− a12x2(t)
ẋ3(t) = a31x1(t)− a13x3(t)où xi(t) représente la masse de propofol dans le 
ompartiment i à l'instant t > 0, le
ompartiment 1 étant le 
ompartiment 
entral.Le terme de 
ontr�le u(t), t > 0, 
orrespond au taux d'inje
tion en g/min de propofoldans le 
ompartiment 
entral.Les di�érents 
oe�
ients aij sont les taux (
onstants) en min−1 de transfert du 
om-partiment j vers le 
ompartiment i.En�n, le 
oe�
ient a11 > 0 représente le taux d'élimination (à partir 
ompartiment
entral) en min−1.3.1.2 Index bispe
tralNotre obje
tif est de maintenir la 
on
entration de propofol dans le 
ompartiment
entral à un 
ertain niveau (3, 4 µg/ml, voir [14℄) tout en minimisant le taux de pro-pofol inje
té et en maximisant le taux de 
onvergen
e de la traje
toire du systèmeen bou
le fermée vers l'équilibre souhaité.Cependant, bien que la 
on
entration de propofol dans le sang pro
ure une bonne30



mesure de la profondeur de l'anesthésie, elle ne peut être mesurée en temps réel du-rant l'intervention. Pour 
ontourner 
e problème, le signal éle
troen
éphalographique(EEG), pro
urant un suivi en temps réel de l'a
tivité du système nerveux, peut êtreutilisé pour quanti�er le niveau de 
ons
ien
e.Dans notre appli
ation, nous allons utiliser l'index bispe
tral pour mesurer l'e�etde l'anesthésie. Cet index est un nombre sans dimension obtenu à partir de l'EEGvariant 
ontinuellement de 0 à 100 où 100 représente une a
tivité 
érébrale normaleet 0 indique une absen
e de signal.Il peut être montré que l'index bispe
tral dé
roît linéairement en fon
tion de la
on
entration de propofol dans le sang (voir [16℄), il est don
 pertinent d'utiliser
ette mesure pour 
ara
tériser la profondeur de l'anesthésie.En réalité, il y a un dé
alage entre le moment où on inje
te le propofol et le pi
de 
on
entration observé par le BIS. Ce dé
alage 
orrespond au passage de la bar-rière hémato-en
éphalique, une barrière physiologique entre le système sanguin et lesystème nerveux 
entral. Le pi
 survient après l'équilibration entre la 
on
entrationdans le 
erveau et la 
on
entration dans le 
ompartiment 
entral. Nous allons don

onsidérer un quatrième 
ompartiment que nous appellerons le site d'a
tion.Nous pouvons à présent s
hématiser le modèle de la façon suivante :
a12x2

a21x1

x2

a31x1

a13x3

x1 x3

a11x1

u(t)

sitea
tionBIS ae�x1
où ae� est une 
onstante positive en min−1.L'index bispe
tral est relié à la 
on
entration en propofol dans le site d'a
tion viala formule suivante : BIS(ce�(t)) = BIS0(1− cγe�(t)

cγe�(t) + ECγ
50

)où BIS0 est l'indi
e bispe
tral de base (par 
onvention 
et indi
e est évalué à 100),
ce� est la 
on
entration en propofol (en grammes/litres) dans le site d'a
tion, ECγ

50est la 
on
entration en propofol lorsque l'indi
e bispe
tral est égal à 50 (représentela sensitivité du patient) et γ est le degré de nonlinéarité.Nous pouvons représenter l'index bispe
tral en fon
tion de la 
on
entration enpropofol dans le site d'a
tion (ce�). Le résultat obtenu est représenté à la �gure 3.1.31
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Figure 3.1 � BIS en fon
tion de la 
on
entration en propofol dans le site d'a
tionNous 
onstatons que plus la 
on
entration en propofol dans le site d'a
tion aug-mente, plus l'index bispe
tral diminue. Nous remarquons également un 
hangementde 
on
avité lorsque l'index bispe
tral devient inférieur à 50.3.1.3 Paramètres et modèle �nalNotons Vc le volume, en litres, du 
ompartiment 
entral. Ce volume peut êtreapproximé par Vc = 0.159 ×M où M représente la masse en kilos du patient. Dansnotre étude, nous supposerons que M = 70 kg.Connaissant le volume du 
ompartiment 
entral, la 
on
entration de propofol dans
e 
ompartiment est donnée par x1/Vc.La masse de propofol que l'on souhaite atteindre dans le 
ompartiment 
entral pourle maintient de l'anesthésie est don

xe1 = 
on
entration désirée× Vc

= 4× 0.159 × 70
= 44.52 mgA l'équilibre, on aura également (en annulant ẋ2(t) et ẋ3(t) dans le système d'équa-tions di�érentielles) que xe2 =

a21
a12

xe1 et xe3 = a31
a13

xe1.On peut é
rire la relation suivante entre la 
on
entration dans le site d'a
tion et
elle du 
ompartiment 
entral :
ċe�(t) = ae�(x1(t)

Vc
− ce�(t)) , ce�(0) = x1(0)

Vc
, t > 0Résolvons 
ette équation di�érentielle pour x1(0) = 0, 
'est-à-dire qu'il n'y a pas depropofol dans le 
ompartiment 
entral à l'instant initial. Pour trouver la solution de
ette équation, nous allons utiliser la méthode de variation de la 
onstante.L'équation homogène est la suivante : ċe�(t) = −ae�ce�(t)32



La solution de 
ette équation est
ce�(t) = ce−ae�tAppliquons à présent la variation de la 
onstante :Posons ce�(t) = c(t)e−ae�t, on a

ċe�(t) = −ae�c(t)e−ae�t + ċ(t)e−ae�t = −ae�c(t)e−ae�t + x1(t)

Vc
ae�Don
,

ċ(t) = eae�tx1(t)
Vc

ae�En intégrant de 0 à t, nous avons
c(t)− c(0) =

∫ t

0
eae�sx1(s)

Vc
ae� dsEt don
,

ce�(t) = c(0)e−ae�t + e−ae�t ∫ t

0
eae�sx1(s)

Vc
ae� dsEn�n, 
omme ce�(0) = 0, nous avons

ce�(t) = ∫ t

0
e−ae�(t−s)ae�x1(s)

Vc
dsDans un premier temps, on va supposer que le 
ompartiment 
entral et le sited'a
tion s'équilibrent instantanément. Dans 
e 
as, ae� tend vers l'in�ni et nos deux
ompartiments ont la même 
on
entration.On peut don
 é
rire

ce�(t) = x1(t)

Vc
.Nous �xerons les paramètres suivants : EC50 = 3.4 µg/ml, γ = 3 et BIS0 = 100.Nous utiliserons également les di�érents paramètres pharma
o
inétiques suivants :

a11 a21 a12 a31 a13

0.152 0.207 0.092 0.040 0.0048Notre modèle peut alors s'é
rire sous la forme
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)ave
 x = [x1, x2, x3]
T

A =





−(a11 + a21 + a31) a12 a13
a21 −a12 0
a31 0 −a13





B =





1
0
0





C =

(
1

Vc
0 0

)

33



3.2 Contr�le du systèmeEn utilisant les raisonnements de la Se
tion 2.1, on peut 
onstruire un 
ontr�lenon-négatif en minimisant la fon
tion de performan
e
J(x0, u) =

∫
∞

0
[(x(t)− xe)

TR1(x(t)− xe) + (u(t)− ve)
TR2(u(t)− ve)] dtave
 R1 = I3 mg−1 et R2 = 4 min2mg−1.En résolvant les 
onditions né
essaires d'optimalité ave
 V = I3 et BS = 1, on trouve

kopt = −17, 99 min−1.On peut montrer que l'équilibre xe est asymptotiquement stable en utilisant le Théo-rème 2.1.1. Véri�ons don
 les hypothèses de 
e théorème.Pour notre appli
ation, n = 3 et m = 1. Montrons tout d'abord que A est 
omparti-mentale.En e�et, A est essentiellement non-négative 
ar aij > 0, pour tous i 6= j, i, j = 1, 2, 3.De plus,
AT e =





−(a11 + a21 + a31) a21 a31
a12 −a12 0
a13 0 −a13









1
1
1





=





−(a11 + a21 + a31) + a21 + a31
a12 − a12
a13 − a13





=





−a11
0
0



 66 0La matri
e A est don
 
ompartimentale. Elle est également asymptotiquement stable.En e�et, via Matlab, nous pouvons 
al
uler le spe
tre de 
ette matri
e :
σ(A) = {−0.452;−0.0398;−0.00373}.Toutes les valeurs propres de A sont à partie réelle stri
tement négative et don
 Aest bien asymptotiquement stable.Nous avons également BS = 1 > 0 et CS =

1

Vc
> 0.En prenant ve = a11xe1, nous avons bien que Axe +Bve = 0. En e�et,

Axe +Bve =





−(a11 + a21 + a31) a12 a13
a21 −a12 0
a31 0 −a13









xe1
xe2
xe3



+





1
0
0



 a11xe1

=





−(a11 + a21 + a31) a12 a13
a21 −a12 0
a31 0 −a13









xe1
a21
a12

xe1
a31
a13

xe1



+





1
0
0



 a11xe1

=





−a11xe1
0
0



+





a11xe1
0
0





=





0
0
0



 34



Nos hypothèses sont don
 bien véri�ées.Comme kopt < 0, le 
ontr�le
u(t) = max{0, û(t)},où

û(t) =
k

V c
(x1(t)− xe1) + a11xe1,garantit que l'équilibre xe est asymptotiquement stable.3.3 Simulations numériquesDans 
ette se
tion, nous allons représenter graphiquement la 
on
entration dansle 
ompartiment 
entral (qui est également la 
on
entration dans le site d'a
tion), le
ontr�le et l'index bispe
tral en fon
tion du temps. Pour obtenir 
es graphes, nousavons intégré le système d'équations di�érentielles établi dans la Se
tion 3.1.1 ave

omme 
ondition initiale l'état nul, 
'est-à-dire, x0 = [0, 0, 0]T . Pour 
e faire, nousavons utilisé le logi
iel Matlab et plus pré
isément la fon
tion ode45 qui se base surla méthode de Runge-Kutta à pas variable (voir [33℄).Le graphe suivant représente la 
on
entration dans le 
ompartiment 
entral en fon
-tion du temps.
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Figure 3.2 � Con
entration en fon
tion du tempsNous pouvons voir que la 
on
entration augmente très rapidement dans les premièresminutes et se stabilise ensuite aux alentours de 3.4 µg/ml qui est bien la 
on
entrationque nous désirions atteindre. En e�et, la 
on
entration passe de 1.45 µg/ml après 30se
ondes à 2.97 µg/ml après seulement 2 minutes. Dix minutes après l'inje
tion, la
on
entration est de 3.16 µg/ml 
e qui est déjà fort pro
he de la 
on
entration désirée.
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Nous pouvons également regarder 
omment se 
omporte le 
ontr�le (taux d'inje
-tion de propofol dans le 
ompartiment 
entral) en fon
tion du temps. Le résultat estprésenté à la �gure 3.3.
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Figure 3.3 � Contr�le en fon
tion du tempsNous 
onstatons qu'au tout début de l'anesthésie, il faut introduire une quantité as-sez élevée de propofol pour atteindre la 
on
entration désirée. Au fur et à mesure quela 
on
entration dans le 
ompartiment 
entral augmente, le taux de propofol inje
tédiminue. Ensuite, 
e taux se stabilise aux alentours de 10 mg/min.En�n, nous pouvons également voir 
omment l'index bispe
tral évolue au 
ours dutemps :
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Figure 3.4 � Index bispe
tral en fon
tion du tempsAu début de l'anesthésie, le patient est en
ore pleinement 
ons
ient (BIS= 100).Ensuite, l'index bispe
tral diminue et se stabilise aux alentours de 50.36



Chapitre 4Eléments de pharma
o
inétiqueLe mot pharma
o
inétique vient du gre
 ϕαρµακων [pharmakon℄ qui signi�e à lafois le "poison" et le "remède", et du gre
 κινησις [kinesis℄ qui peut être traduit par"mouvement".Selon [19℄, on peut dé�nir la pharma
o
inétique de la façon suivante :"Bran
he de la pharma
ologie ayant pour objet l'étude des
riptive qualitative et quan-titative du devenir des médi
aments dans un organisme vivant.La pharma
o
inétique s'intéresse à l'évolution des 
on
entrations d'un médi
ament etde ses métabolites éventuels après (ou au 
ours de) son administration. Elle 
ouvrel'étude des di�érentes étapes du devenir du médi
ament (ADME, Absorption, Dis-tribution, Métabolisation, Elimination) en fon
tion du temps et de la dose adminis-trée. Cette étude de la 
inétique du médi
ament dans le sang, les tissus, les ex
réta,
onduit à la détermination de divers paramètres : demi-vies, volumes de distribution,
onstantes de résorption, d'élimination, de transfert, 
lairan
es, et à l'établissementde modèles dits "pharma
o
inétiques" pouvant être interprétés mathématiquement etpermettant de simuler le devenir du médi
ament dans di�érentes 
onditions d'ad-ministration. On peut opposer dans une dé�nition simple la pharma
odynamie et lapharma
o
inétique : la pharma
odynamie étudie l'a
tion du médi
ament sur l'orga-nisme, la pharma
o
inétique l'e�et de l'organisme sur le médi
ament."4.1 Système ADMELa pharma
o
inétique 
omprend 4 étapes :� Absorption� Distribution� Métabolisme� Ex
rétionDans 
ette se
tion, nous allons développer 
es di�érentes étapes 
ouramment regrou-pées sous le terme de système ADME (voir [5℄, [15℄, [17℄).
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4.1.1 AbsorptionL'absorption est la première phase pharma
o
inétique. Il s'agit du pro
essus parlequel le médi
ament passe de son site d'administration à la 
ir
ulation générale(sang). Cette étape est fortement in�uen
ée par la voie d'administration. La voie deréféren
e est la voie intra-veineuse (IV) 
ar 
elle-
i permet à toute la dose administréed'atteindre l'organisme.Il existe de nombreuses autres voies d'administration (voie orale, voie sub-linguale
onsistant à laisser le médi
ament fondre sous la langue, voie sous-
utanée, voie intra-mus
ulaire, ...). I
i, nous nous intéresserons plus pré
isément à l'administration orale
ar 
'est 
ette voie qui sera employée dans notre étude du rivaroxaban.La voie orale est la plus 
ouramment utilisée que 
e soit pour des substan
esliquides ou solides ainsi que pour des traitements lo
aux ou généraux. L'absorptiona lieu le long du tube digestif, prin
ipalement au niveau de l'intestin grêle. Outreles 
ara
téristiques du médi
ament (
ara
téristiques physi
o-
himique, ...) , les 
a-ra
téristiques liées à l'individus, 
omme l'âge et le PH digestif, peuvent égalementin�uen
er l'e�
a
ité d'absorption. Cette méthode présente di�érents avantages : elleest fa
ile à administrer, elle est généralement bien a

eptée par les patients et pré-sente peu de risques de surdosage.Comme nous l'avons vu pré
édemment, la quantité de médi
ament atteignantla 
ir
ulation sanguine dépend de nombreux fa
teurs. De plus, une 
ertaine quantitéde la dose absorbée est éliminée avant même d'atteindre la 
ir
ulation (métabolisa-tion par le foie avant l'entrée dans la 
ir
ulation générale appelée "e�et de premierpassage hépatique").On appelle biodisponibilité la fra
tion de la dose administrée qui atteint la 
ir
ula-tion générale du patient. Pour mesurer la quantité de substan
e atteignant la systèmesanguin, on multiplie la dose administrée par un fa
teur de biodisponibilité souventdésigné par la lettre F .Quantité atteignant la 
ir
ulation = F × DoseOn parle de biodisponibilité absolue lorsqu'on prend la voie intra-veineuse 
ommevoie de référen
e. Une substan
e administrée par IV aura don
 une biodisponibilitéde 1. Un médi
ament ayant une biodisponibilité de 0.5 est don
 assimilé à 50%,autrement dit, la moitié de la dose administrée se retrouve dans le sang.4.1.2 DistributionUne fois dans la 
ir
ulation sanguine, le médi
ament va se répartir dans l'orga-nisme pour atteindre son site d'a
tion. Nous n'entrerons pas dans les détails en 
e qui
on
erne les pro
essus de di�usion. Nous allons néanmoins nous attarder quelquesinstants sur un paramètre pharma
o
inétique important à 
e niveau : le volume dedistribution (V ). Il s'agit du volume virtuel (théorique) dans lequel le médi
amentdevrait se distribuer pour atteindre la 
on
entration observée au niveau plasmatique(le plasma étant la partie liquide du sang).38



Autrement dit, 
e volume est dé�ni par le rapport entre la quantité de médi
amentprésente dans l'organisme à l'instant t et la 
on
entration plasmatique à 
et instant.
V = Quantité dans l'organisme à l'instant tCon
entration plasmatique à l'instant tPassons à présent à la troisième étape pharma
o
inétique.4.1.3 MétabolismeL'élimination des médi
aments de l'organisme résulte d'un ensemble de pro
es-sus. D'une part, les substan
es administrées sont éliminées sous forme in
hangée (voirphase 4). D'autre part, une partie de 
es substan
es subit des transformations quimodi�ent leur stru
ture 
himique, 
'est 
e qu'on appelle le métabolisme des médi
a-ments.Nous ne détaillerons pas les réa
tions intervenant dans 
ette phase. Nous nous
ontenterons de dire que 
e métabolisme se déroule prin
ipalement dans le foie etfait intervenir deux types de réa
tions : des réa
tions dites de phase I (oxydationdes médi
aments qui 
onduit à la formation de métabolites) et des réa
tions dephase II (phase de 
onjugaison qui aboutit à la formation de substan
es 
onjuguéeshydrosolubles).4.1.4 Ex
rétionL'ex
rétion (ou élimination) est une étape très importante 
ar sans elle, il y auraitune a

umulation des substan
es thérapeutiques dans l'organisme. Il existe di�érentesvoies d'élimination, les plus 
ourantes étant les voies hépatique (via le foie par le biaisdu système biliaire) et rénale (élimination dans les urines).A 
ette étape, il faut mettre en éviden
e la notion de 
lairan
e (Cl). Celle-
ireprésente la 
apa
ité globale de l'organisme à éliminer une substan
e. Elle est pré-
isément dé�nie 
omme le volume de plasma totalement épuré par unité de temps etest don
 exprimée généralement en l/h. Plus la 
lairan
e sera élevée, plus l'élimina-tion du médi
ament sera rapide.A partir de la notion de 
lairan
e, on peut dé�nir le taux d'élimination (ke).Il s'agit de la fra
tion de médi
ament dans l'organisme éliminée par unité de temps.Ce taux s'exprime en fon
tion de la 
lairan
e et du volume de distribution de la façonsuivante :

ke =
Cl

VSon unité dépend des unités 
hoisies pour exprimer la 
lairan
e et le volume.Si l'unité 
hoisie pour la 
lairan
e est le l/h et que le volume est exprimé en l, letaux d'élimination sera exprimé en h−1.Il est également né
essaire de 
onsidérer les vitesses de réa
tions. Celles-
i peuventêtre d'ordre zéro ou du premier ordre. 39



Une réa
tion d'ordre zéro est une réa
tion qui se produit à vitesse 
onstante, in-dépendamment de la 
on
entration en médi
ament dans l'organisme. Supposons, parexemple, que la substan
e A est éliminée suivant une réa
tion d'ordre zéro (
'est no-tamment le 
as de l'élimination des al
ools). La vitesse d'élimination du médi
amentA peut alors s'é
rire sous la forme d'une équation di�érentielle :
dA

dt
= −k∗eoù k∗e est le taux d'élimination d'ordre zéro.En revan
he, une réa
tion du premier ordre est une réa
tion dont la vitesse est pro-portionnelle à la 
on
entration en médi
ament dans l'organisme. Si le médi
amentA est éliminé suivant une réa
tion du premier ordre (
'est le 
as de la plupart desmédi
aments), sa vitesse d'élimination s'exprimera de la façon suivante :

dA

dt
= −keAoù ke est le taux d'élimination du premier ordre.4.2 Fenêtre thérapeutiqueLors de l'administration d'un médi
ament dans l'organisme, on 
her
he à 
e que lasubstan
e inje
tée soit e�
a
e sans être toxique. On appelle 
on
entration minimalee�
a
e (MEC) la plus faible 
on
entration plasmatique né
essaire à l'observationd'e�et thérapeutique. La 
on
entration plasmatique au dessus de laquelle des e�etstoxiques du médi
ament sont ressentis est appelée la 
on
entration maximale tolérée(MTC). Le but du traitement va don
 être de maintenir la 
on
entration plasmatiqueentre la MEC et la MTC. Cette marge est appelée la fenêtre thérapeutique (voir�gure). Plus 
ette fenêtre est large, plus le médi
ament est 
onsidéré 
omme sûr.

Figure 4.1 � Fenêtre thérapeutique (voir [23℄)40



Lors de l'administration d'une seule dose médi
amenteuse, les e�ets thérapeutiques sefont ressentir une fois que la 
on
entration plasmatique a atteint la MEC.Ces e�ets durent aussi longtemps que la 
on
entration reste au-dessus de la MEC.Cet intervalle de temps 
orrespond à la durée d'a
tion du médi
ament.4.3 Variabilité inter- et intra-individuelleUne des propriétés fondamentales des systèmes biologiques est leur variabilité(voir [3℄). Cette variabilité peut être vue 
omme la somme d'une variabilité purementbiologique et d'une variabilité qu'on appelle métrologique (variabilité expérimentaleet variabilité liée aux appareils de mesure).variabilité totale = variabilité biologique + variabilité métrologiqueNous ne nous intéresserons i
i qu'à la variabilité biologique puisque nous ne feronsau
une expérimentation à proprement parler.Cette variabilité biologique peut également être dé
omposée en deux termes :variabilité biologique = variabilité inter-individuelle + variabilité intra-individuelleIl est 
lair que l'e�et d'un médi
ament peut varier entre di�érents individus (variabilitéinter-individuelle) mais qu'il peut également varier 
hez un sujet donné (variabilitéintra-individuelle) 
ar l'organisme est soumis à de nombreuses variations (la 
on
en-tration en vitamine D diminue en hiver, la gly
émie s'élève après un repas, le rythme
ardiaque augmente après l'e�ort, ...).Certaines variabilités inter-individuelles peuvent également être 
onsidérées 
ommevariabilités intra-individuelles en fon
tion de l'étude. C'est le 
as notamment de l'âge :on peut 
omparer di�érents individus en fon
tion de leur âge mais on peut égalementétudier le suivi d'une population au 
ours du temps.4.4 Aide-mémoireAvant de passer au 
hapitre suivant présentant notre étude relative au rivaroxa-ban, ré
apitulons les di�érentes notations liées aux 
on
epts pharma
o
inétiques quenous venons d'aborder ainsi que leur signi�
ation.
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Notation Signi�
ation Dé�nition UnitéDose Dose administrée mg
F Biodisponibilité Fra
tion de la dose administrée d'unmédi
ament qui atteint la 
ir
ula-tion générale /
V Volume de distribution Volume théorique qui serait o

upépar un médi
ament si sa 
on
en-tration dans tout l'organisme étaitla même que 
elle observée dans leplasma l
ka Taux d'absorption Fra
tion de médi
ament absorbéepar unité de temps h−1

ke Taux d'élimination Fra
tion de médi
ament éliminéepar unité de temps h−1

Cl Clairan
e Volume de plasma totalement épurépar unité de temps l/h
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Chapitre 5Appli
ation : le rivaroxaban5.1 Le rivaroxabanLe rivaroxaban est un médi
ament anti
oagulant oral utilisé dans plus de 90 paysdans le monde prin
ipalement pour la prévention des maladies thromboemboliquesveineuses (MTEV). Ces maladies sont 
ara
térisées par l'apparition d'un 
aillot san-guin (appelé thrombus) obstruant une veine et empê
hant la bonne 
ir
ulation dusang (voir [32℄). Les deux formes les plus 
ourantes sont la thrombose veineuse pro-fonde (TVP) tou
hant généralement les membres inférieurs (mollets et 
uisses) etl'embolie pulmonaire (EP). Cette dernière est une 
ompli
ation de la première forme(le 
aillot sanguin se déta
he de son site de formation et migre dans le poumon viala 
ir
ulation sanguine) et peut être fatale !Statistiquement, les MTEV tou
hent 1 à 2 personne(s) sur mille par an et sont res-ponsables de 10% des dé
ès survenant à l'h�pital (voir [4℄).Depuis plus de 50 ans, le traitement par anti
oagulants de type antivitamineK (AVK) et héparines ont permis de réduire la mortalité due aux MTEV. Ces trai-tements présentent 
ependant de nombreux in
onvénients notamment une étroitefenêtre thérapeutique (né
essitant un monitorage biologique régulier), un long délaid'a
tion ainsi que de nombreuses intera
tions alimentaires et médi
amenteuses.Pour pallier 
es désavantages, de nouvelles molé
ules (ayant une a
tion plus 
iblée)ont été mises au point. Ces nouveaux anti
oagulants présentent l'avantage d'unefaible variabilité inter- et intra-individuelle, peu d'intera
tions (que 
e soit médi-
amenteuses ou alimentaires) ainsi qu'une large fenêtre thérapeutique qui permetl'utilisation de doses �xes sans surveillan
e. Pour plus d'informations 
on
ernant lapratique o�
inale du rivaroxaban, 
onsulter [6℄.Le rivaroxaban fait partie de 
es nouveaux anti
oagulants. Développé par les labo-ratoires Bayer Pharma AG, il est 
ommer
ialisé en Europe sous le nom de Xarelto R©(voir [34℄) depuis 2008. Son e�
a
ité à été démontrée lors d'un programme RECORDregroupant 3 essais 
liniques de phase III, 
ontr�lés, randomisés et en double aveugle,
'est-à-dire que ni le malade ni le méde
in ne 
onnaissent le traitement reçu (pla
eboou non) (
onsulter le site de l'European Medi
ines Agen
y pour plus de pré
isions[35℄). Pour informations, l'évaluation d'un médi
ament se fait via di�érentes phases(voir [9℄). Tout d'abord, il y a une série d'essais pré-
liniques et d'expérimentations43



animales. Ensuite se déroulent les essais 
liniques. La phase I est réalisée sur desvolontaires sains et permet de déterminer la dose qui ne peut être dépassée sans dan-ger. Ensuite, le médi
ament est administré à des malades a�n d'évaluer l'e�
a
itéthérapeutique, la posologie, les e�ets indésirables, ... Il s'agit de la phase II. La phaseIII 
onsiste en de véritables essais thérapeutiques 
ontr�lés et débou
he sur la misesur le mar
hé du produit. Après 
ela, le médi
ament est mis à l'épreuve du 
orpsmédi
al et des malades (phase IV).Revenons au rivaroxaban. A�n de mieux 
omprendre son mode d'a
tion, il estné
essaire de développer brièvement les étapes prin
ipales de la 
oagulation.La 
oagulation 
onsiste en une 
as
ade de réa
tions aboutissant à la formation de�brine. Il s'agit d'une protéine �lamenteuse qui va 
réer une sorte de maillage autourdes globules rouges. De façon très simpli�ée, la 
oagulation est la transformation de�brinogène (protéine du plasma sanguin) en �brine grâ
e à la thrombine (voir s
héma
i-dessous).

Figure 5.1 � Cas
ade de 
oagulation (voir [29℄)La thrombine est un enzyme et n'est évidemment pas présente de façon 
onstantedans le sang. Elle est a
tivée, quand besoin il y a, par une protéine appelée pro-thrombine. C'est à 
e niveau qu'intervient le rivaroxaban. En e�et, il a pour e�etd'inhiber le fa
teur Xa (fa
teur Stuart a
tivé) intervenant dans la transformation dela prothrombine en thrombine 
e qui empê
he don
 la formation de �brine.Maintenant que nous en savons un peu plus à propos du rivaroxaban, voyons
omment l'évolution de sa 
on
entration dans l'organisme est modélisée dans la lit-térature.5.2 Revue de la littératureDans 
ette partie, nous allons faire une synthèse de 
e qui se trouve a
tuellementdans la littérature 
on
ernant le rivaroxaban. Nous avons séle
tionné 5 arti
les (voir[28℄,[20℄,[21℄,[22℄ et [31℄).
44



Arti
le Type de modèle Paramètres (e�et �xe) Paramètres (e�et aléatoire) Dose (od)
ka (h−1) 0.6 ka 68%Tanigawa [28℄ 1 
ompartiment CL/F (l h−1) 4.72 CL/F 21.3% 10,15,20 mgV/F (l) 42.9

ka (h−1) 1.07Mue
k [20℄ 1 
ompartiment CL/F (l h−1) 5.46 CL/F 38.2% 5,10,20 mgV/F (l) 58.2 V/F 32.4%Hip study

ka (h−1) 0.092CL/F (l h−1) 6.4Mue
k [21℄ 1 
ompartiment V/F (l) 49.1 CL/F 70.1% 5,10,20,40,60 mgKnee study
ka (h−1) 1.81CL/F (l h−1) 6.4V/F (l) 49.1

ka (h−1) 1.23Mue
k [22℄ 1 
ompartiment CL/F (l h−1) 5.67 CL/F 39.9% 20,30,40 mgV/F (l) 54.4 V/F 28.8%

ka (h−1) 1.24 ka 139%Xu Steven Xu [31℄ 1 
ompartiment CL/F (l h−1) 6.48 CL/F 31.3% 5,10,15,20 mgV/F (l) 57.9 V/F 10%Table 5.1 � Tableau ré
apitulatif
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Pour 
ha
un de 
es arti
les, nous avons identi�é le type de modèle (nombre de
ompartiments) ainsi que les di�érents paramètres mis en éviden
e dans l'arti
le (voirTable 5.1). Il s'est avéré que les di�érents arti
les 
onsultés ont tous utilisé un mo-dèle à un 
ompartiment pour la modélisation du rivaroxaban. En 
e qui 
on
erne lesparamètres, 
haque arti
le propose un taux d'absorption (ka, exprimé en h−1), une
lairan
e (CL, exprimée en l h−1) et un volume de distribution (V exprimé en l). Tousles arti
les ne possédant pas pré
isément la valeur de la biodisponibilité F, nous avons
hoisi d'utiliser une 
lairan
e et un volume de distribution "relatifs" (CL/F et V/F)a�n de pouvoir 
omparer au mieux les études entre elles. Cha
un de 
es paramètresest exprimé sous forme d'une somme d'un e�et �xe et d'un e�et aléatoire provenantd'une loi lognormale (
oe�
ient de variation exprimé en pour
entage). En�n, nousavons également identi�é les doses utilisées dans 
ha
un des arti
les (
es doses varientde 5 à 60 mg en une seule prise par jour).Une fois le tableau ré
apitulatif dressé, nous pouvons passer à la modélisationmathématique du système.5.3 Modélisation du systèmeNous pouvons 
onstater que tous les arti
les analysés dans la se
tion pré
édentenous suggèrent un modèle à un 
ompartiment ave
 absorption et élimination du pre-mier ordre. Nous allons don
 dans un premier temps essayer de modéliser 
e système.Nous pouvons s
hématiser le système de la façon suivante :

Drug x1

ka

DOSE

ke

x2
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Ce système peut être traduit sous la forme du système d'équations di�érentiellessuivant : {
ẋ1(t) = −kex1(t) + kax2(t)
ẋ2(t) = −kax2(t)où ka est le taux d'absorption, ke est le taux d'élimination et x1 et x2 représententrespe
tivement les 
on
entrations dans la 
ir
ulation sanguine (plasma) et dans lesintestins.Il peut également s'é
rire de la façon suivante :

ẋ(t) = Ax(t)où A =

(
−ke ka
0 −ka

)et x(t) = ( x1(t)
x2(t)

)Bien que le système ne soit 
omposé que d'un seul 
ompartiment, nous devons quandmême prendre en 
ompte deux 
on
entrations. En e�et, l'administration du riva-roxaban se faisant oralement et l'absorption étant du premier ordre, nous devons
onsidérer un 
ompartiment intermédiaire qui peut être identi�é au système intesti-nal. Lors de son administration, le médi
ament va se retrouver dans 
e 
ompartimentet une partie seulement (proportionnelle à la quantité présente) va atteindre la 
ir-
ulation sanguine. L'élimination étant du premier ordre également, la quantité desubstan
e médi
amenteuse éliminée sera don
 proportionnelle à la quantité présentedans la 
ir
ulation.De plus, en tenant 
ompte du 
ompartiment de transfert, on peut 
onsidérer
e système 
omme un système mamillaire à deux 
ompartiments (voir Se
tion 1.5).En e�et, la matri
e A est bien de la forme (1.10) ave
 k11 = ke, k12 = ka et k21 = 0.La di�éren
e ave
 le système développé pour l'anesthésie générale est, qu'i
i, la sub-stan
e est introduite dans le 
ompartiment périphérique et non dans le 
ompartiment
entral. La 
ondition initiale ne sera dès lors plus x0 = e1 mais x0 = e2 (ou un mul-tiple de e2). Le Théorème 1.5.1 peut alors être adapté à 
ette nouvelle 
ondition etimpliquera alors une monotonie partielle par rapport à x2, 
'est-à-dire par rapport àla quantité de rivaroxaban présente dans les intestins.5.4 SimulationsDans 
ette se
tion, nous allons présenter la méthode utilisée pour simuler les
ourbes de 
on
entration et nous analyserons ensuite les résultats obtenus.Après avoir essayé de maîtriser la toolbox SimBiology R© de Matlab qui s'est ré-vélée être une vraie boîte noire, nous avons dé
idé de développer notre propre 
odesur Matlab (voir Annexe B.1). L'idée de base des simulations est l'intégration nu-mérique du système présenté à la Se
tion 5.3 à l'aide de la fon
tion ode45 (méthode47



de Runge-Kutta à pas variable voir [33℄) en prenant pour 
ondition initiale la doseadministrée.Nous avons simulé, pour 
haque arti
le et pour 
haque dose proposée par 
etarti
le, la 
on
entration plasmatique de rivaroxaban en fon
tion du temps pour 100patients. Cette 
on
entration est obtenue en intégrant le système. Les paramètressont 
hoisis aléatoirement suivant une loi lognormale dont la moyenne est donnée parl'e�et �xe et l'é
art type est obtenu en multipliant le 
oe�
ient de variation par lamoyenne.Les résultats obtenus pour le premier arti
le traité [28℄ se trouvent 
i-dessous.Notons que le 
hoix de la présentation de 
es résultats en parti
ulier est purementarbitraire et illustratif, les simulations e�e
tuées pour les quatre autres modèles setrouvent en annexe (voir Annexe C).Nous avons 
hoisi, a�n de fa
iliter la le
ture des graphiques, de représenter les 100simulations à l'aide de trois 
ourbes 
ara
téristiques. En traits 
ontinus, nous avonstra
é la médiane qui divise, à 
haque instant, la population en deux parties égalesde sorte que la 
on
entration pour la moitié des individus soit inférieure ou égaleà la médiane et que la 
on
entration de l'autre moitié soit supérieure ou égale à lamédiane. Ce que nous avons appelé "intervalle à 95%" (représenté en traits pointilléssur le graphe) représente en réalité l'é
art entre le 2.5ème et le 97.5ème 
entiles quiséparent respe
tivement les 2.5% et les 97.5% inférieurs des données. Voir [11℄ pourplus d'informations à propos de 
es notions statistiques.
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Figure 5.2 � Simulations arti
le [28℄Sur 
es simulations, on peut 
onstater que la 
on
entration plasmatique du riva-roxaban augmente et diminue rapidement. En e�et, on remarque un pi
 de 
on
entra-tion au bout de seulement 2 à 4 heures. L'e�et est don
 assez rapide. Pour une dosede 20 mg (qui est la dose 
ouramment utilisée), la 
on
entration médiane maximaleest de 0.302 mg/l pour les simulations réalisées. La 
on
entration diminue ensuite etdevient inférieure à 0.1 mg/l après 24 heures (0.0514 mg/l pour la médiane).
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En 
e qui 
on
erne les autres simulations, on observe des 
ourbes dont l'alluregénérale est similaire ex
epté 
elles générées par le troisième modèle (hip study).L'absorption étant beau
oup plus lente, le pi
 est moins marqué et apparaît plustard.5.5 Modèle de 
ompromisAprès avoir répertorié les di�érents modèles existants et 
réé une base de don-nées à partir des simulations présentées à la se
tion pré
édente, nous avons tenté de
onstruire un modèle de 
ompromis. Ce modèle permettrait alors de rendre 
ompte detoutes les simulations e�e
tuées sur base des di�érents arti
les via un modèle unique.Pour 
ela, nous avons e�e
tué une régression non linéaire à e�et mixte à l'aide dela fon
tion nlme�t (voir [36℄) de Matlab (voir Annexe B.2). Nous avons réalisé larégression ave
 la fon
tion suivante :
c(t) = Dose ka

V (ka − ke)
(e−ket − e−kat)qui est l'expression analytique de la 
on
entration en rivaroxaban dans le plasma.Véri�ons tout d'abord que







x1(t) = Dose ka
ka − ke

(e−ket − e−kat)

x2(t) = Dose e−katest solution du système d'équations di�érentielles de la Se
tion 5.3.En e�et, on a bien
{

x1(0) = 0

x2(0) = Doseet ẋ1(t) = Dose ka
ka − ke

(−kee
−ket + kae

−kat)

= Dose ka
ka − ke

(−kee
−ket + kee

−kat − kee
−kat + kae

−kat)

= −keDose ka
ka − ke

(e−ket − e−kat) +Dose ka
ka − ke

(ka − ke)e
−kat

= kax2(t)− kex1(t)

ẋ2(t) = −kaDose e−kat

= −kax2(t)
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La 
on
entration dans le plasma est don
 bien
c(t) =

x1(t)

V

= Dose ka
V (ka − ke)

(e−ket − e−kat)Nous avons estimé les paramètres ka, ke et V sous forme d'une somme d'une�et �xe et d'un e�et aléatoire (distribué selon une loi lognormale). La fon
tion nl-me�t supposant les e�ets aléatoires normalement distribués, nous avons don
 plut�testimé le logarithme des paramètres (voir Annexe A). Ainsi, nos paramètres suiventbien une loi lognormale 
omme nous l'avons présumé au départ. Pour retrouver lamoyenne et la varian
e des paramètres, nous avons utilisé les formules se trouvant enannexe.Voi
i les résultats obtenus :Paramètre Moyenne CV (%)
V 52.0340 l 5.69

ka 1.9941 h−1 306.9659

ke 0.1045 h−1 23.9500Table 5.2 � Résultats MatlabLes résultats semblent 
ohérents par rapport à nos modèles de départ. On 
onstatee�e
tivement que le volume de distribution du modèle de 
ompromis (52.0340 l)se situe entre le volume minimal (42.9 l) et le volume maximal (58.2 l) des vo-lumes identi�és dans les di�érents arti
les. Il en est de même pour le taux d'élimina-tion (0.1045 h−1) induisant une 
lairan
e de 5.43 l h−1 qui est bien 
omprise entre4.72 l h−1 et 6.48 l h−1 (
lairan
e minimale et maximale pour les di�érents modèlesrépertoriés). En 
e qui 
on
erne le taux d'absorption, on remarque que 
elui-
i estplus élevé par rapport aux taux d'absorption dé�nis dans les arti
les étudiés. Celapeut s'expliquer par la variabilité sur 
e paramètre qui est vraiment très importante,
e qui rend son estimation peu �able.A�n de valider 
es résultats, nous les avons 
omparés aux résultats obtenus ave
l'aide de Flora Musuamba (UCL) via le logi
iel NONMEM, programme généralementutilisé lors de la modélisation pharma
o
inétique de population (voir Table 5.3).Paramètre Moyenne CV (%)
V 53.9 l 23.3

ka 0.62 h−1 113

ke 0.10 h−1 45.9Table 5.3 � Résultats NONMEMOn peut 
onstater que les valeurs des paramètres 
on
ordent très bien ave
 
ellesobtenues via Matlab. Seule la valeur du taux d'absorption varie quelque peu suivant51



le logi
iel utilisé mais 
ela peut s'expliquer par la très grande variabilité liée à 
e pa-ramètre. Notons que, par la suite, nous utiliserons uniquement les résultats obtenusave
 Matlab (Table 5.2).Dans le but de mieux nous rendre 
ompte de la 
on�an
e que l'on peut a

order à
e modèle, nous pouvons examiner di�érentes représentations graphiques traduisantla �abilité du modèle.Le premier graphique diagnosti
 
i-dessous représente les 
on
entrations prédites (entenant 
ompte de l'erreur résiduelle, 
'est-à-dire du bruit �nal dû à la modélisationet non à la variabilité inter-individuelle) en fon
tion des 
on
entrations observées.

Figure 5.3 � Prédi
tions en fon
tion des observationsLes points semblent également répartis de part et d'autre de la droite d'identité. Si ontient 
ompte de la variabilité inter-individuelle (qui est assez importante dans notre
as, surtout pour le taux d'absorption) et qu'on représente les 
on
entrations ainsiprédites en fon
tion de 
elles observées, on obtient le graphe 
i-dessous :

Figure 5.4 � Prédi
tions individuelles en fon
tion des observations52



Les points sont tous très pro
hes de la droite d'identité, traduisant ainsi une bonnestru
ture du modèle.Un autre outil de diagnosti
 est l'étude des résidus. Nous analyserons i
i pluspré
isément les résidus pondérés 
onditionnés (voir [12℄). Ces résidus un peu parti
u-liers sont 
al
ulés sur base d'une estimation 
onditionnelle du premier ordre (FOCE),méthode utilisée par NONMEM pour l'estimation des paramètres (voir [2℄). Ils sontobtenus en faisant la di�éren
e entre les observations pour un individu et les prédi
-tions et en divisant le résultat par la ra
ine de la 
ovarian
e des observations. Entraçant 
es résidus en fon
tion du temps, on trouve le graphe suivant :

Figure 5.5 � Résidus en fon
tion du tempsLes résidus sont également distribués autour de 0 à l'ex
eption de quelques points etpresque toutes les ordonnées des points sont situées entre 1.5 et -1.5 
e qui 
on�rmela bonne stru
ture du modèle.Maintenant que le modèle est validé, analysons les 
ourbes de 
on
entration obte-nues. Etant donné la grande variabilité du taux d'absorption, nous avons simulé 500patients a�n d'avoir une idée plus pré
ise du 
omportement de la 
on
entration enrivaroxaban pour l'ensemble de la population. Les résultats obtenus pour une dosede 20 mg sont présentés à la page suivante.On voit bien que tous les modèles tirés des arti
les que nous avons répertoriés sontpris en 
ompte. En e�et, dans l'intervalle présenté 
i-dessus (
ontenant 95% des ob-servations), on retrouve les 
ourbes simulées pour les di�érents arti
les (voir Se
tion5.4 et Annexe C.). L'obje
tif est don
 atteint au prix d'une grande variabilité, etdon
 d'une estimation peu �able, du taux d'absorption.
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Figure 5.6 � Simulation modèle de 
ompromisNous allons à présent passer à une analyse plus détaillée du modèle que nousvenons d'élaborer.5.6 Analyse du modèleDans 
ette se
tion, nous allons analyser plus en détails le modèle 
onstruit àla Se
tion 5.3 ave
 les paramètres obtenus dans la se
tion pré
édente (Table 5.2).Dans un premier temps, nous étudierons le modèle lorsque le s
héma posologique estrespe
té. Ensuite, nous nous pla
erons dans le 
as où l'administration se fait de façon
ontinue (en intra-veineuse par exemple) et nous tenterons d'appliquer une méthodesimilaire à 
elle utilisée dans le 
as de l'anesthésie générale (voir Chapitre 3) a�n destabiliser la 
on
entration de rivaroxaban dans l'organisme.5.6.1 Administration oraleNous allons i
i étudier le 
omportement du système en situation de prise réelle.Autrement dit, nous examinerons l'évolution de la 
on
entration en rivaroxaban dansl'organisme en fon
tion du temps lorsque le s
héma posologique est respe
té. Selonl'Agen
e Européenne de Méde
ine (voir [35℄), la dose re
ommandée de Xarelto R©est de 20 mg une fois par jour pour la prévention d'a

ident vas
ulaire 
érébral etd'embolie 
hez les patients en �brillation auri
ulaire (trouble du rythme 
ardiaque).Pré
isons que dans d'autres 
as, le traitement peut être di�érent (voir [6℄). Nous nouslimiterons 
ependant à l'analyse de l'évolution du système dans 
ette situation pré
ise(20 mg en une seule prise/jour). Ensuite, nous verrons 
e qu'il se produit lorsqu'onfait varier la 
lairan
e. Il est e�e
tivement intéressant d'étudier l'e�et d'une tellevariation 
ar l'intera
tion ave
 un autre médi
ament pourrait a�e
ter l'éliminationdu rivaroxaban. 54



Etude du systèmeSi on simule la prise de rivaroxaban suivant la posologie re
ommandée ave
 lemodèle de 
ompromis, les résultats sont les suivants :
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Figure 5.7 � Modèle de 
ompromis - posologie e�e
tiveOn 
onstate tout d'abord que la 
on
entration os
ille au 
ours du temps. Unpi
 de 
on
entration est observé 
haque jour peu de temps après la prise d'une nou-velle dose. Nous avons représenté par des bandes grisées la fenêtre thérapeutique.Selon [7℄, 
elle-
i se situe, pour la 
on
entration maximale, (observée 2 à 3 heuresaprès la prise) entre 177 et 409 ng/ml (5ème et 95ème 
entiles) et entre 5 et 155 ng/ml(5ème et 95ème 
entiles) pour la 
on
entration minimale (environ 24h après la prise).A�n de pouvoir 
omparer nos résultats aux données dont nous disposons quant à lafenêtre thérapeutique, nous n'avons plus représenté l'intervalle des 95% mais le 5èmeet 95ème 
entiles, 
et intervalle 
ontient don
 90% des observations. De plus, pourune question de fa
ilité, nous avons 
hoisi d'exprimer les 
on
entrations en ng/ml.On 
onstate i
i que pour 
e qui est de la 
on
entration minimale, il n'y a pas deproblèmes. En e�et, elle est toujours bien située dans la bande gris 
lair.Quant au pi
 de 
on
entration, il est un peu trop faible ou trop élevé pour les per-sonnes situées aux extrémités de l'intervalle entre le 5ème et 95ème 
entiles. Cependant,
ela reste a

eptable au sens où 
ela va tou
her une très faible proportion de la po-pulation.En 
e qui 
on
erne les os
illations, elles deviennent régulières après 3 jours en-viron. Dans 
e 
as-
i, la 
on
entration médiane os
ille entre 285.5 et 52.9 ng/ml.Quelque soit la période d'administration ou la dose, le même 
omportement est ob-servé : la 
on
entration os
ille de façon régulière après un 
ertain temps. Cette 
ara
-téristique est don
 propre à notre système. Une petite étude mathématique permetd'apporter une preuve théorique de 
ette 
onstatation.55



Rappelons que le système est de la forme :
ẋ(t) = Ax(t)où A =

(
−ke ka
0 −ka

)et x(t) = ( x1(t)
x2(t)

)Essayons de déterminer une expression analytique de la solution de 
e système. No-tons T la durée entre deux prises. Une dose est don
 prise au temps 0 puis ensuiteau temps T , au temps 2T , ...Si 0 6 t < TLa solution du système dans 
et intervalle est
x(t) = eAtx(0)où x(0) =

(
0Dose )et eAt =






e−ket
ka(e

−ket − e−kat)

ka − ke

0 e−kat




On a don








x1(t) =
ka

(ka − ke)
(e−ket − e−kat)Dose

x2(t) = e−katDoseSi t = TA 
et instant, on réintroduit une dose dans l'organisme. La 
on
entration au temps
T est don
 la suivante :
x(t) =

(
x1(T )

x2(T ) +Dose )
=






ka
(ka − ke)

(e−keT − e−kaT )DoseDose (e−kaT + 1)





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Si T 6 t < 2TLa 
on
entration en rivaroxaban dans 
et intervalle s'exprime analytiquement dela façon suivante :
x(t) = eA(t−T )x(T )

=






e−ke(t−T ) ka(e
−ke(t−T ) − e−ka(t−T ))

ka − ke

0 e−ka(t−T )











ka
(ka − ke)

(e−keT − e−kaT )DoseDose (e−kaT + 1)




Autrement dit,

x1(t) =
ka

ka − ke
(e−ke(t−T ) − e−ka(t−T ))Dose (e−kaT + 1)

+e−ke(t−T ) ka
ka − ke

Dose(e−keT − e−kaT )

=
ka

ka − ke
Dose [(e−ke(t−T ) − e−ka(t−T ))(e−kaT + 1) + e−ket − e−kete(ke−ka)T

]

=
ka

ka − ke
Dose [e(ke−ka)T e−ket − e−kat + e−ke(t−T ) − e−ka(t−T ) + e−ket − e(ke−ka)T e−ket

]

=
ka

ka − ke
Dose [e−ke(t−T ) − e−ka(t−T ) + e−ket − e−kat

]

x2(t) = e−ka(t−T )(e−kaT Dose+Dose)
= e−katDose+ e−ka(t−T )Dose
= e−katDose(1 + ekaT )Si t = 2TUne fois en
ore, on réintroduit une dose dans l'organisme. La 
on
entration à 
etinstant est don


x(t) =

(
x1(2T )

x2(2T ) +Dose )
=





ka
ka − ke

Dose [e−2keT − e−2kaT + e−keT − e−kaT
]Dose (e−2kaT + e−kaT + 1)



Si 2T 6 t < 3TOn peut montrer que






x1(t) =
ka

(ka − ke)
Dose (e−ke(t−2T ) − e−ka(t−2T ) + e−ke(t−T ) − e−ka(t−T ) + e−ket − e−kat

)

x2(t) = e−katDose (1 + ekaT + e2kaT
)
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Dès lors, on peut généraliser de la façon suivante :Si kT 6 t < (k + 1)T k ∈ N







x1(t) =
ka

(ka − ke)
Dose k∑

i=0

(

e−ke(t−iT ) − e−ka(t−iT )
)

x2(t) = e−katDose k∑

i=0

(

ekaT
)iEn développant x2(t) on obtient :

x2(t) = e−katDose k∑

i=0

(

ekaT
)i

= e−katDose 1− (ekaT )k ekaT
1− ekaT

= Dose e−kat − eka((k+1)T−t)

1− ekaTCette fon
tion étant bornée, on peut en déduire que la 
on
entration dans les in-testins (x2(t)/V ) est également bornée. De plus, on peut 
onsidérer le système de laSe
tion 5.3 
omme un système dynamique en bou
le ouverte où kax2(t) est l'entrée.Le théorème suivant (voir [30℄) nous permet alors de déduire le 
ara
tère borné de la
on
entration en rivaroxaban dans le plasma :Théorème 5.6.1.Si R = [A,B,C,D] est internement stable, alors pour tout état initial x0 ∈ R
n, pourtoute entrée u bornée sur R+, l'état x et la sortie y 
orrespondants sont égalementbornés sur R+.Les hypothèses sont bien véri�ées, en e�et, le système est stable (−ke < 0) et l'entréeest bornée. L'état x1(t) (et dès lors la 
on
entration x1(t)/V ) est don
 égalementbornée.De plus, maintenant que nous possédons l'expression analytique de la quantité enrivaroxaban dans le plasma, on pourrait envisager l'étude de la fon
tion

f(t) =
ka

V (ka − ke)
Dose k∑

i=0

(

e−ke(t−iT ) − e−ka(t−iT )
)où kT 6 t < (k + 1)T, k ∈ N.Les 
onditions sur la fenêtre thérapeutique seront respe
tées si, après un 
ertaintemps (né
essaire à la stabilisation du système) et en tenant 
ompte de la variabilitésur les paramètres, la borne inférieure de la fon
tion est 
omprise entre 5 et 155 ng/mlet la borne supérieure entre 177 et 409 ng/ml. Il s'agirait alors d'ajuster au mieux ladose et la période pour respe
ter 
es 
onditions.58



Variation de la 
lairan
eNous allons analyser à présent les e�ets d'une variation de la 
lairan
e sur la
on
entration en rivaroxaban dans le plasma. Cette étude est 
ru
iale 
ar il se pour-rait que des patients se voient administrer d'autres médi
aments simultanément aurivaroxaban. L'intera
tion pourrait alors entraîner une variation de la 
lairan
e. C'estle 
as notamment de l'amiodarone. Ce médi
ament est un antiarythmique utilisé dansle traitement de nombreux troubles du rythme 
ardiaque (voir [37℄). L'amiodarone ala parti
ularité d'être inhibiteur de la gly
oprotéine (Pgp). Cette gly
oprotéine est untransporteur transmembranaire qui est responsable de l'expulsion hors de la 
ellulede nombreuses molé
ules (voir [1℄). Le rivaroxaban étant un substrat de la Pgp, unrisque hémorragique est don
 à 
raindre en 
as d'administration simultanée ave
 uninhibiteur du transporteur. En e�et, les 
on
entrations plasmiques en rivaroxabanvont augmenter 
ar 
elui-
i ne sera plus 
orre
tement éliminé par les 
ellules rénaleset intestinales. Notons qu'il y a, à l'heure a
tuelle, peu d'études réalisées à proposdes intera
tions médi
amenteuses ave
 le rivaroxaban. Il est à 
e stade impossiblede déterminer ave
 pré
ision l'impa
t 
linique des di�érentes intera
tions potentielles(voir [6℄). Le but de 
ette se
tion est don
 de donner une première idées des risquesen
ourus lors de l'utilisation 
on
omitante du rivaroxaban et d'une autre substan
ea�e
tant sa 
lairan
e.
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Figure 5.8 � Clairan
e diminuée de 50%Nous avons observé l'e�et d'une diminution de 
lairan
e de 0 à 100% par pasde 10% a�n de déterminer le moment à partir duquel la situation devient 
ritique(voir Annexe D). Comme attendu, plus la diminution est importante, plus les 
on
en-trations plasmiques sont élevées.A partir d'une rédu
tion de moitié de la 
lairan
e (voir graphe 
i-dessus), le pi
 de59




on
entration sort de la fenêtre thérapeutique pour plus de la moitié des patients.La 
on
entration minimale sort elle aussi de son intervalle thérapeutique pour plusde 50% de la population traitée. Pour une diminution de 70% de la 
lairan
e, 
'estla totalité de la population traitée qui est en surdosage au niveau de la 
on
entra-tion maximale et minimale. Si la 
lairan
e est totalement éliminée du modèle (
e quiest 
ependant fort peu réaliste), le rivaroxaban s'a

umule dans l'organisme et les
on
entrations augmentent de plus en plus. Notons également que plus la diminutionest importante, plus le temps né
essaire à la stabilisation du système est élevé. Ene�et, les os
illations deviennent régulières après 4 jours environs pour une diminutionde 10% alors qu'il faut plus de 6 jours si elle est de 60%.
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Figure 5.9 � Clairan
e diminuée de 70%Ces simulations nous permettent de dire que si l'intera
tion d'un médi
ament ave
le rivaroxaban avait pour e�et de diminuer la 
lairan
e de 
e dernier de 50% ou plus,on pourrait don
 s'attendre à de graves réper
utions mettant en danger la santé despatients. A�n de garantir la sé
urité d'utilisation du rivaroxaban si 
elui-
i est pris
onjointement à un médi
ament a�e
tant son élimination, il est don
 re
ommandéd'e�e
tuer des études 
omplémentaires.5.6.2 Administration 
ontinueDans 
ette se
tion, nous allons supposer que le rivaroxaban est administré parintra-veineuse de façon 
ontinue. Dans 
e 
as, le système peut s'é
rire sous la forme
ẋ(t) = −kex(t) + u(t)où u(t) 
orrespond au taux d'inje
tion de rivaroxaban (variation de la quantité in-je
tée) exprimé en mg/h. 60



Contr�le optimalOn peut alors 
onstruire un 
ontr�le optimal 
omme nous l'avons fait dans le 
asde l'anesthésie générale. Pour 
ela, nous allons minimiser la fon
tion de performan
e
J(x0, u) =

∫
∞

0
[(x(t)− xe)

TR1(x(t)− xe) + (u(t)− ve)
TR2(u(t)− ve)] dten 
hoisissant des matri
es de poids unitaires (R1 = R2 = 1).On résout ensuite les 
onditions d'optimalité énon
ées dans la Se
tion 2.1 ave


Ã = k − ke et R = 1 + k2Celles-
i s'expriment don
 de la façon suivante :






∂L
∂P

= 2(k − ke)q + 1 = 0

∂L
∂Q

= 2(k − ke)p+ 1 + k2 = 0

1

2

∂L
∂k

= qp+ kq = 0Dès lors,
k =

1 + k2

2(k − ke)Et don
, en rejetant la solution positive, on obtient
k = ke −

√

k2e + 1On peut alors 
onstruire un feedba
k non-négatif grâ
e au Théorème 2.2.1, la matri
e
A(= −ke) étant asymptotiquement stable et ve = kexe véri�ant l'équation 2.3.Le 
ontr�le peut don
 s'é
rire sous la forme suivante

u(t) = max{0, û(t)},où
û(t) = k(x(t)− xe) + kexeSupposons par exemple que l'on veuille maintenir la 
on
entration à 165 ng/ml a�nd'être entre la 
on
entration maximale et minimale re
ommandée (don
 xe = 0.165×

V ). Les résultats obtenus pour 500 patients sont présentés à la page suivante.
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Figure 5.10 � Con
entration ave
 feedba
kOn 
onstate que la 
on
entration se stabilise très vite (dans les 6 heures suivant ledébut de la perfusion) et atteint la valeur souhaitée (165 ng/ml). De plus, tous lespatients semblent se 
omporter de la même façon. Le taux d'inje
tion u(t), quant àlui, dépend du taux d'absorption et varie don
 suivant les individus. Les résultatsobtenus sont les suivants :
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Figure 5.11 � Taux d'inje
tionLe taux d'inje
tion est assez élevé au début de la perfusion (environ 7 mg/h). Ildiminue ensuite rapidement et se stabilise aux alentours de 1 mg/h dans les 6 heuresqui suivent.
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Variation de la 
lairan
eOn peut, 
omme nous l'avons fait dans le 
as de l'administration orale, observerl'e�et produit par une diminution de la 
lairan
e. Pour une diminution de 50%, quisemblait poser problème dans le 
as pré
édent, on ne 
onstate au
un 
hangementen 
e qui 
on
erne la 
on
entration. Dans 
ette situation également, elle se stabiliserapidement à 165 ng/ml et au
un surdosage n'est observé.
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Figure 5.12 � Con
entration ave
 feedba
k - Diminution de 
lairan
e de 50%C'est au niveau du taux d'inje
tion qu'un 
hangement peut être observé. En e�et, letaux au début de l'inje
tion et le taux stabilisé (après environ 6 heures) sont moinsélevés que dans le 
as où la 
lairan
e n'est pas modi�ée. C'est 
ette diminution quipermet de 
ontrebalan
er l'e�et de la variation de la 
lairan
e.
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Figure 5.13 � Taux d'inje
tion - Diminution de 
lairan
e de 50%63



Au vu de 
es résultats, nous pouvons don
 dire que, dans 
e 
as, l'utilisation d'unfeedba
k est plus que béné�que. En e�et, l'ajustement du taux d'inje
tion permet de
ompenser une diminution de 
lairan
e que pourrait entrainer une intera
tion ave
un autre médi
ament 
omme l'amiodarone par exemple. Il n'y a don
 au
un risquede surdosage en utilisant 
ette méthode 
ontrairement au 
as du système 
ontr�léen bou
le ouverte par l'administration d'une dose à intervalle réguliers où les e�etspeuvent être dévastateurs (à partir d'une diminution de 50% de la 
lairan
e, plus dela moitié des patients sont en surdosage). Sur base de 
es simulations, il est don
 
lairque si un médi
ament est pris 
onjointement au rivaroxaban et a�e
te la 
lairan
ede 
elui-
i, il est né
essaire d'adapter la dose pres
rite a�n de garantir la sé
uritédes patients. Rappelons que selon l'Agen
e Médi
ale Européenne (voir [35℄), au
unmonitoring n'est a
tuellement re
ommandé en 
e qui 
on
erne le rivaroxaban. Notreétude vient don
 alimenter le débat qui fait a
tuellement rage dans la littérature à
e propos.L'in
onvénient de 
ette méthode est qu'elle est di�
ilement appli
able en pratique
ar elle suppose un monitoring 
onstant. L'idée serait alors d'utiliser une méthodedis
rétisée où la dose serait ajustée à intervalles réguliers. De plus, 
ette démar
hesuppose que l'on puisse mesurer pré
isément la 
on
entration en rivaroxaban dansl'organisme à tout instant, 
e qui n'est pas for
ément évident en pratique. De nom-breuses re
her
hes sont d'ailleurs a
tuellement réalisées à 
e propos (voir [25℄ et [38℄).Il faut également rester 
ritique par rapport aux résultats numériques, la modélisationayant évidemment ses limites, toutes les spé
i�
ités liées aux patients et à l'environ-nement n'étant pas prises en 
ompte.
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Con
lusionDans les deux premiers 
hapitres de 
e mémoire, nous avons développé des outilsthéoriques relatifs aux systèmes dynamiques linéaires non-négatifs. En s'appuyant sur
ette base théorique, nous avons étudié deux appli
ations. Nous nous sommes d'abordintéressés, dans le Chapitre 3, à l'anesthésie générale. Grâ
e aux raisonnements pro-duits dans la Se
tion 2.1 et au Théorème 2.2.1, nous avons réussi à 
onstruire un
ontr�le optimal par feedba
k permettant de maintenir l'index bispe
tral mesurantla profondeur de l'anesthésie au niveau désiré. Ensuite, après avoir 
onsa
ré un 
ha-pitre aux bases de la pharma
o
inétique, nous avons réalisé une étude sur le riva-roxaban (Xarelto R©). Nous avons tout d'abord 
réé un modèle original réunissant lesinformations re
ueillies dans la littérature quant à la modélisation du rivaroxaban.Sur base de 
e modèle de 
ompromis, développé à la Se
tion 5.5, nous avons misen éviden
e les impa
ts d'une variation de 
lairan
e. Ainsi, en suivant la posologiere
ommandée, des variations de 
lairan
e de 50% ou plus peuvent entrainer de fortssurdosages pour plus de la moitié de la population traitée. Ces résultats montrentdon
 qu'il faut s'attendre à d'importants e�ets se
ondaires en 
as d'utilisation 
on
o-mitante du rivaroxaban et d'un 
omposé a�e
tant son élimination de l'organisme. Ilserait don
 né
essaire d'e�e
tuer des études 
liniques 
omplémentaires. De plus, nousavons, 
omme pour l'anesthésie générale, développé un 
ontr�le optimal par feedba
kpermettant de stabiliser la 
on
entration en rivaroxaban à un 
ertain niveau. Cetteméthode étant très robuste, elle permet ainsi d'éviter tout risque de surdosage. Se-lon nous, dans le 
as d'une intera
tion, le monitoring peut don
 présenter un réelavantage.Notre étude a 
ependant ses limites. En e�et, le monitoring que nous avons mis aupoint né
essite un ajustement 
onstant des doses administrées, 
e qui est di�
ilementappli
able en pratique. A�n de rendre 
ela plus fon
tionnel, nous pourrions imaginerd'adapter la méthode à un système é
hantillonné. Dans 
e 
as, la dose serait réajustéeuniquement à 
ertain moments (tous les 15 jours par exemple), 
e qui serait beau
oupplus 
ommode. En 
e qui 
on
erne l'impa
t des intera
tions médi
amenteuses, il seraitintéressant de modi�er le modèle développé dans la Se
tion 5.3 de façon à 
e que 
elui-
i tienne 
ompte de l'intera
tion. Grossièrement, l'idée serait d'insérer de nouvellesvariables représentant la 
on
entration de la substan
e administrée simultanément aurivaroxaban. Cela permettrait, d'une part, d'obtenir des résultats plus pré
is et plusréalistes et, d'autre part, d'analyser d'autres types d'intera
tions et pas uniquement
elles ayant un impa
t sur la 
lairan
e.
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Annexe ALoi log-normaleUne variable aléatoire X suit une loi lognormale (ou loi de Galton) de paramètres
µ et σ lorsque son logarithme népérien suit une loi normale (voir [19℄) :lnX ∼ N(µ, σ)Sa fon
tion de densité est de la forme
f(x) =







0 si x < 0

1

xσ
√
2π

exp(−1

2

( lnx− µ

σ

)2
) si x > 0La moyenne et la varian
e s'expriment respe
tivement de la façon suivante :E(X) = exp(µ+

σ2

2

)Var(X) = ( exp(2µ+ σ2))( exp σ2 − 1)La �gure 
i-dessous représente la densité de la loi lognormale d'espéran
e nulle pourdiverses valeurs de σ.
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Annexe BCodes MatlabB.1 Courbes de 
on
entrations
 l e a r a l l
 l o s e a l l
 l 
g l oba l Ke Kas=1;% Bou
le sur l a dose u t i l i s é ef o r Dose=[10 ,15 ,20 ℄% Simulat ion pour 100 i nd i v i du sf o r i =1:100% I n i t i a l i s a t i o n a l é a t o i r e des paramètres%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−% Taux d ' abso rpt i on KaM=0.6 ;V=0.166464;MU = log (M^2 / sq r t (V+M^2) ) ;SIGMA = sq r t ( l og (V/M^2 + 1 ) ) ;Ka=lognrnd (MU,SIGMA) ;% Cla i ran
eM=4.72;V=1.010748;MU = log (M^2 / sq r t (V+M^2) ) ;SIGMA = sq r t ( l og (V/M^2 + 1 ) ) ;CL=lognrnd (MU,SIGMA) ;% Volume de d i s t r i b u t i o nV=42.9;% Taux d ' é l im ina t i onKe=CL/V;% In t é ga r t i on du système%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 70



tspan = [ 0 : 0 . 5 : 2 4 ℄ ;CI=[Dose ; 0 ℄ ;[ t , y℄=ode45 ( �friva , tspan , CI ) ;% Représentat ion graphique%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−ax i s ( [ 0 24 0 0 . 5 ℄ )subplot (2 , 3 , s )hold onp lo t ( t , y ( : , 2 ) /V)t i t l e ( [ ' \ f o n t s i z e {12}\ bfDose = ' , num2str (Dose ) , ' mg ' ℄ ) ;x l ab e l ( 'Temps (h ) ' ) ;y l ab e l ( ' Con
entrat ion (mg/L ) ' ) ;% Sto
kage des donnéestab ( i , : )= y ( : , 2 ) /V;end% Cal
u l de l ' i n t e r v a l l e à 95%%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−m=median ( tab ) ;p=p r 
 t i l e ( tab , [ 2 . 5 , 9 7 . 5 ℄ ) ;% Représentat ion grahiqueax i s ( [ 0 24 0 0 . 5 ℄ )subplot (2 ,3 ,3+ s ) ;% Médianep lo t ( t ,m, ' k ' ) ;hold on% I n t e r v a l l e à 95%plo t ( t , p ( 1 , : ) , ' : k ' ) ;p l o t ( t , p ( 2 , : ) , ' : k ' ) ;l egend ( ' Mediane ' , ' I n t e r v a l l e 95% ');ax i s ( [ 0 24 0 0 . 5 ℄ )s=s+1;endfun
t i on xpoint=f r i v a ( t , y ,Ke ,Ka)g l oba l Ke Ka%Système d ' équat i ons d i f f é r e n t i e l l e s r epré s entant un modèle à un%
ompartiment ave
 abso rpt i on et é l im ina t i on du premier ordre%Le premier 
ompartiment e s t 
 e l u i 
ontenant l a dose et l e deuxième l e%
ompartiment 
 en t r a lxpo int(1)=−Ka∗y ( 1 ) ;xpo int (2)=Ka∗y(1)−Ke∗y ( 2 ) ;xpo int=xpoint ' ;endB.2 Modèle de 
ompromis
 l e a r a l l
 l o s e a l l
 l 
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% Chargement de l a base de données%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−r e s=importdata ( ' r e s . 
sv ' ) ;r e s2=importdata ( ' r e s2 . 
sv ' ) ;r e s3=importdata ( ' r e s3 . 
sv ' ) ;res3K=importdata ( ' res3K . 
sv ' ) ;r e s4=importdata ( ' r e s4 . 
sv ' ) ;r e s5=importdata ( ' r e s5 . 
sv ' ) ;j =1;f o r i =1:300Con
 ( i , : )= r e s ( j : j +48 ,3) ;Dose ( i )= r e s ( j , 4 ) ;j=j +49;%p lo t ( 0 : 0 . 5 : 2 4 , Con
 ( i , : ) ) ;hold onend% j =1;% f o r i =301:600% Con
 ( i , : )= re s2 ( j : j +48 ,3) ;% Dose ( i )=re s2 ( j , 4 ) ;% j=j +49;% p lo t ( 0 : 0 . 5 : 2 4 , Con
 ( i , : ) ) ;% hold on% end% j =1;% f o r i =601:1100% Con
 ( i , : )= re s3 ( j : j +48 ,3) ;% Dose ( i )=re s3 ( j , 4 ) ;% j=j +49;% p lo t ( 0 : 0 . 5 : 2 4 , Con
 ( i , : ) ) ;% end% j =1;% f o r i =1101:1600% Con
 ( i , : )= res3K ( j : j +48 ,3) ;% Dose ( i )=res3K ( j , 4 ) ;% j=j +49;% p lo t ( 0 : 0 . 5 : 2 4 , Con
 ( i , : ) ) ;% end% j =1;% f o r i =1601:1900% Con
 ( i , : )= re s4 ( j : j +48 ,3) ;% Dose ( i )=re s4 ( j , 4 ) ;% j=j +49;% p lo t ( 0 : 0 . 5 : 2 4 , Con
 ( i , : ) ) ;% end% j =1;% f o r i =1901:2300% Con
 ( i , : )= re s5 ( j : j +48 ,3) ;% Dose ( i )=re s5 ( j , 4 ) ;% j=j +49;% p lo t ( 0 : 0 . 5 : 2 4 , Con
 ( i , : ) ) ;% end% Cal
u l du nombre de pa t i en t s s imu l é sn=s i z e (Con
 ) ; 72



n=n ( 1 ) ;Dose=Dose ' ;% Régress ion%−−−−−−−−−−−−% Estimation du log des paramètrestime = [ 0 : 0 . 5 : 2 4 ℄ ;model=�(PARA, t , v ) ( v∗exp (PARA( : , 2 ) ) / ( exp (PARA( : , 1 ) ) ∗ ( exp (PARA( : , 2 ) )
−exp (PARA( : , 3 ) ) ) ) ∗ ( exp(−exp (PARA( : , 3 ) ) ∗ t )−exp(−exp (PARA( : , 2 ) ) ∗ t ) ) ) ;TIME = repmat ( time , n , 1 ) ;NUMS = repmat ( ( 1 : n ) ' , s i z e ( time ) ) ;beta0 =[4 0 −2℄;[ beta1 , PSI1 , s ta t s1 , b1℄= n lme f i t (TIME( : ) , Con
 ( : ) ,NUMS( : ) , Dose , model , beta0 )% Changement de va r i ab l e a f i n de t rouver l a moyenne et l a var i an
e des% paramètresVol = exp ( beta1 (1 ) + PSI1 (1 ,1)^2/2)var = exp (2∗ beta1 (1 ) + PSI1 (1 , 1 )^2) ∗ ( exp (PSI1 (1 , 1 )^2) − 1 ) ;Vol_var=sq r t ( var )/Vol ∗100Ka = exp ( beta1 (2 ) + PSI1 (2 ,2)^2/2)var = exp (2∗ beta1 (2 ) + PSI1 (2 , 2 )^2) ∗ ( exp (PSI1 (2 , 2 )^2) − 1 ) ;Ka_var=sq r t ( var )/Ka∗100Ke = exp ( beta1 (3 ) + PSI1 (3 ,3)^2/2)var = exp (2∗ beta1 (3 ) + PSI1 (3 , 3 )^2) ∗ ( exp (PSI1 (3 , 3 )^2) − 1 ) ;Ke_var=sq r t ( var )/Ke∗100% Graphique obse rvat i ons−p r é d i 
 t i o n s%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−% Cal
u l des p r é d i 
 t i o n sg l oba l Ke Kaf o r i =1:n%Paramètres%Taux d ' abso rpt i on KaKa=lognrnd ( beta1 ( 2 ) , s q r t ( PSI1 ( 2 , 2 ) ) ) ;%Cla i ran
eKe=lognrnd ( beta1 ( 3 ) , s q r t ( PSI1 ( 3 , 3 ) ) ) ;%Volume de d i s t r i b u t i o nV=lognrnd ( beta1 ( 1 ) , s q r t ( PSI1 ( 1 , 1 ) ) ) ;D=Dose ( i ) ;%In t é ga r t i on du systèmetspan = [ 0 : 0 . 5 : 2 4 ℄ ;CI=[D; 0 ℄ ;[ t , y℄=ode45 ( �friva , tspan , CI ) ;%Sto
kage des donnéestab ( i , : )= y ( : , 2 ) /V; 73



end% Graphep lo t (Con
 , tab , ' bo ' )x=0 : 0 . 0 1 : 2 ;hold onp lo t (x , x , ' r ' )x l ab e l ( ' Valeurs observées ' )y l ab e l ( ' Préd i 
 t i ons ' )f i g u r er e s i du s=Con
−tab ;stem ( re s idus , ' bo ' )
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Annexe CSe
tion 5.4 : SimulationsDans 
ette annexe se trouvent les simulations numériques des di�érents modèles répertoriésdans la littérature (voir Table 5.1 page 45).Arti
le de W. Mue
k [18℄
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Arti
le de W. Mue
k [19℄Hip study

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
Dose = 5 mg

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

 

 

 Mediane
 Intervalle 95%

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
Dose = 10 mg

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

 

 

 Mediane
 Intervalle 95%

77



0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
Dose = 20 mg

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

 

 

 Mediane
 Intervalle 95%

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
Dose = 40 mg

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

 

 

 Mediane
 Intervalle 95%

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
Dose = 60 mg

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 Temps (h)

 C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

g/
L)

 

 

 Mediane
 Intervalle 95%

78



Knee study
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Arti
le de W. Mue
k [20℄
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Annexe DSe
tion 5.6 : SimulationsDans 
ette annexe se trouvent les di�érentes simulations numériques liées au modèle de 
om-promis développé dans la Se
tion 5.5. La 
lairan
e subit une diminution allant de 0 à 100% par pasde 10%. Les résultats obtenus pour une variation de 0, 50 et 70 % sont présentés et analysés dansla Se
tion 5.6.
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